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Abstract
We investigate theoretically some properties of collective excitations and quantized vortices in
trapped alkali-atomic Bose-Einstein condensates.
(i) Dalibard et al. in the ENS group succeeded in generating quantized vortices in a trapped
alkali-atomic Bose-Einstein condensate using a rotating potential, observing directly a vortex lattice
and its formation dynamics. To understand this dynamics, we did numerical simulations of the
two-dimensional Gross-Pitaevskii equation by which the condensate wave function is governed.
We revealed a series of nonlinear dynamics that the condensate deforms elliptically to make a
quadrupole oscillation, excites unstable surface wave excitation which evolves to vortex cores, and
eventually forms a vortex lattice. These results are in good agreement with the experimental
observation. We pointed out for the first time that the existence of the topological defects named
“ghost vortices” in a low-density region around the trapped condensate. Using the quasi-particle
projection method, we discussed the surface modes relevant to the vortex formation in detail and
concluded that the instability based on the Laudau criterion plays an essential role in the vortex
formation.
(ii) We studied the dynamic behavior of a fast rotating Bose-Einstein condensate trapped by
a quadratic-plus-quartic potential. Because of the centrifugal effect, when the rotation frequency
exceeds the radial trapping frequency, the vortex lattice state evolves into a new vortex phase
involving a “giant vortex” in which some or all vortices are absorbed into the central low-density
hole. The giant vortex is qualitatively different from a multiply quantized vortex with the larger
number of the quantum circulation than unity, because the phase singularities in the giant vortex
core do not overlap completely. The resulting circular superflow features one-dimensional character
and it was shown that the characteristic superfluid phenomena such as a phase slip or Landau’s
critical velocity are verifiable with sufficient controllable way and high precision.
(iii) We investigated the collective excitations and nonlinear dynamics in trapped two-component
Bose-Einstein condensates. Assuming miscible two-component equilibrium density, we analyti-
cally calculated the collective excitation frequency of monopole-quadrupole modes and scissors
modes under the Thomas-Fermi approximation. We also discussed second harmonic generation
and nonlinear mode couplings between these collective modes by taking account of the higher or-
der contribution of the fluctuation. The associated nonlinear dynamics were studied by numerical
simulations of the coupled Gross-Pitaevskii equations. Next, we discussed the metastable states
of two-component condensates in phase-separated regime, finding that two types of metastable
solutions whose configuration preserves or breaks the symmetry of the trapping potential. We
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calculated the decay rate of the metastable states via macroscopic quantum tunneling using the
instanton technique. It was found that the quantum structural transition could be observable in
a wide range of parameters. Finally, we studied the nonlinear dynamics of two condensates after
suddenly turning on the intercomponent coupling strength. The modulation instability induced
by the cross-phase modulation gives rise to the exponential growth of the out-of-phase density
fluctuation in two components, eventually leading to the multiple domain formation. Our results
were compared with the experimental observations reported by the MIT group.
(iv) We study vortex states in two-component Bose-Einstein condensates by varying the rotation
frequency and intercomponent interaction strength, a phase diagram being constructed. We found
that a variety of unconventional vortex states could be stabilized in this system, such as square
lattices, vortex stripes, double-core lattices and interwoven serpentine vortex sheets. We also
considered the effects of the internal Josephson coupling between two components, where the
structure and dynamics depend on the relative phase of the condensates. The Josephson coupling
induces an attractive interaction between the two components. Then, a vortex of one component
pairs up with that of the other, the vortex pair being transformed to a vortex-antivortex pair when
it is projected into the relative phase space. We can regard the vortex pair as a nonaxisymmetric
spin texture by projecting it into the spin space. The fast rotation stabilizes a lattice of the vortex
pairs, which is ordered by the dipole-like interaction.
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∫
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∫
drVeff ' 4pih¯
2a
m
(2.24)
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??????????????????? Bose???????????????????????
????????????????????????????????? [20, 21]??? (2.23) ??
?????????????????????Bose-Einstein?????????????????
?????????????????????????????????????????????
???? (2.19) ?????????????????????????????????????
??????????????????????????????????? N =
∫ |Ψ0|2dr ??
??????????????????GP??? (2.23) ??????????????????
????????
???????? N =
∫
dr|Ψ0|2 ? (2.23) ?????? dN/dt = 0 ?????GP??????
???????????????(2.23) ?????Ψ∗0????????????????????
??(2.17) ?????????????
∂n0(r, t)
∂t
+∇ · j(r, t) = 0 (2.25)
????????????
j(r, t) = − ih¯
2m
(Ψ∗0∇Ψ0 −Ψ0∇Ψ∗0) = n0
h¯
m
∇θ(r, t) (2.26)
?????????????????????? θ(r) ?????????? vs(r, t) ?
vs(r, t) =
h¯
m
∇θ(r, t) (2.27)
???????????????? vs(r, t)??????????????????????? rot
???????? ~ω ≡ ∇× vs ??????
∇× vs = 0 (2.28)
???????????????????????????????????? vs ???????
?????????? (??????????)
Γ =
∮
C
vs · dl (2.29)
?????????????????????????????????????????????
???????????????????????????????????????
E[Ψ0,Ψ∗0] =
∫
dr
(
h¯2
2m
|∇Ψ0|2 + Vext(r)|Ψ0|2 + g2 |Ψ0|
4
)
(2.30)
???????????????????????????(2.23) ????? dE/dt = 0????
???????????????
2.1.3 Thomas-Fermi??
???????????????? BEC?????????????????????????
??????????????????? (2.30) ????????????? Ψ0 ???????
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???????????????????????????? µ ??????δ(E − µN)/δΨ∗0 = 0
?????????????? GP???[
− h¯
2
2m
∇2 + Vext(r) + g|Ψ0(r)|2
]
Ψ0(r) = µΨ0(r) (2.31)
??????????? BEC??????????????????????????????
Vext(r) =
m
2
(ω2xx
2 + ω2yy
2 + ω2zz
2) (2.32)
???????????????????? (2.31) ?????????????????????
????????????????????????????
GP??????????????????????????????????????????
?? (ωx = ωy = ωz ≡ ω) ??????????????? ∼ R ???????????????
? n0 ∼ N/R3 ??????????????????????????????????????
∼ mω2R2/2??????????? ∼ gN/R3 ???????????????????????
???????????
R ∼
(
gN
2
mω2
)1/5
= aho
(
8piNa
aho
)1/5
(2.33)
??????????????????????????? aho =
√
h¯/mω ??????????
??????? ∼ h¯2/2mR2 ????????????????????????? (??????
????????????) ????
h¯2/2mR2
gN/R3
=
(
8piNa
aho
)−4/5
(2.34)
?????????Na/aho À 1 ?????????????????????????????
????????????????????????(2.31) ??????????????????
????????
n0(r) = |Ψ0(r)|2 = µ− Vext(r)
g
(2.35)
?????????n0 ? µ > Vext(r) ????????????????????????????
?????????????? Thomas-Fermi????? [22]?a/aho ??????? ∼ 10−3 ??
??N ∼ 105 ????????????????????????? Na/aho À 1 ????????
Thomas-Fermi???????????????????????? µ ??????
∫
drn0(r) = N
???????????? n0(r) > 0 ???????????
∫ √ 2µ
mω2x
−
√
2µ
mω2x
dx
∫ √ 2µ−mω2xx2
mω2y
−
√
2µ−mω2xx2
mω2y
dy
∫ √ 2µ−m(ω2xx2+ω2yy2)
mω2z
−
√
2µ−m(ω2xx2+ω2yy2)
mω2z
dz
µ−m(ω2xx2 + ω2yy2 + ω2zz2)/2
g
=
8pi
15
µ5/2
g(m/2)3/2ωxωyωz
= N (2.36)
????
µ =
h¯ω¯
2
(
15Na
aho
)2/5
, ω¯ = (ωxωyωz)1/3, aho =
√
h¯
mω¯
(2.37)
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????n0 ?? k = (x, y, z) ????????????????
µ =
1
2
mω2kR
2
k (2.38)
??????? Rk ?Thomas-Fermi?????????????????????????????
2.2 Bose-Einstein?????? ·???
????????????????????????????????????????????
???????????????????????????? [23]?3????? 4He??????
??????????????????? Bose-Einstein?????? [24]???? Bose-Einstein
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
???????????????????????? [25, 26]?????????????? Landau
? 2??????????????????????????????1995?? 87Rb [27]?23Na
[28]?7Li [29] ????? BEC??????????????????????????????
????????????????????
????????????????????????????????????????????
??????????????????????????????????????BEC?????
??????????????????????????????????????????BEC?
?????????????????????????????????????? [30, 31]???
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
???????????????????? GP??????????????????????
%???????? [13]??????????????????????????????????
???????????????????????????????????????? [32]???
?????????????????????????????????? [33, 34, 35]??????
????? [36]?????????????????????????????????? [37, 38]?
?????????????????????????????????????????????
???????????????????? [39, 40]???? JILA [41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48]?
ENS [49, 50, 51, 52, 53, 54]?MIT [55, 56, 57, 58, 59]?Oxford [60, 61] ????????????
??????????
?????????????????? 1941?? Landau??????????? [62]????
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
? (?????????) ????????????????Landau?????????????
??????????? 1?????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
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????????????? (2.28) ????????????????????????????
?????????????????????????????????????? Landau???
???????????????????? BEC?????????????? Stringari???
?????? [63]?x− y?????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
??????? [64]?Gue`ry-Odelin ? Stringari ??????????????????????
??????????? θ??? 2.1 (a) ??????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
?????????????? (? 2.1 (b))?????????????????????????
?????????????????????????????????Oxford???Marago`?
? 2.1: (a) ???????????????????????????????????????
??????????????? θ ????????(b) ??????????????????
?????????????????????????????????????????????
??????
??????????????????? [39]?? 2.2 ????????????????????
????????????????(a) ? Bose???????????????? 2??????
?????????????????????????????????????????????
??????Bose???????????? (b) ??????????????????????
????????????????????????????BEC??????? ∇× vs = 0 ?
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????? [65, 66, 67]?
????????????????????????????????????????????
??????????????????????????(2.29) ???????????????
??????????????????????????????????
Γ =
∮
C
vs · dl = h¯
m
∮
C
∇θ · dl = h¯
m
2pin ≡ κn (2.39)
12
? 2.2: ????????? θ (? 2.1 (a)) ??????(a) ???? Bose???????????
?????????????(b) ?????????????????????? [39] ??
???????? κ = h/m ?????????????n 6= 0 ????????????????
??????????????????????????Onsager ??? Feynman???????
[68, 69]?????? 4He??????????????????????????????????
?????????????????????????????????????(2.28) ?????
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
?????????????z??????????????????????????????
????? (? 2.3(a))???????????? Ω = Ωzˆ ??????????????????
?????????????? (r, θ, z) ????
vs =
(
0,
nκ
2pir
, 0
)
(2.40)
??????????????????r = 0 ? vs ???????? r = 0 ?????????
??????????????????????????????????????? GP???
(2.23) ??????????????????????????????????????????
?????? Vext ??????????? z??????????Ψ0(r, θ, t) =
√
n0f(r)einθeiµt/h¯
?????? (2.23) ??
− h¯
2
2m
1
r
d
dr
(
r
df
dr
)
+
h¯2n2
2mr2
f + gn0f3 − µf = 0 (2.41)
??????? µ ?????????????????? (n = 0) ??????????????
?????f = 1?µ = gn0 ???????????????????GP???????????
????????????????????????
ξ =
h¯√
2mgn0
(2.42)
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???? (2.41) ?????????
1
r˜
d
dr˜
(
r˜
df
dr˜
)
− n
2
r˜2
f + f − f3 = 0 (2.43)
??????? r˜ = r/ξ ???????????????? r˜ → 0 ?? f(r) = 0?r˜ → ∞ ??
f(r) = 1 ?????n = 1???????????? 2.3(b) ?????????????????
?????????????????????????????????????? (2.42) ???
??????????????????? 4He?????????????????? Bose???
???????????????
0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
1.2
0
1
2
3
4
5
0 2 4 6 8 10
r
~
f(r) v
s
/cv
s
r
R
(a) (b)
? 2.3: (a) ??????????????(b) ????? (??) ?????? (??) ??????
??????
??????????????????? 2.3(a) ?????????????????????
????????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????????
???????????????? Ω????????????????? F = E −ΩL????
?????????????????? E ?????????????????????????
???????? L????????? E ???? −ΩL??????????????????
?????????????????????????????????????1???????
???????????????????? 2.3(a) ??????? R?????????????
????? n0?????????????????????????????? Ω???????
???????????? κ (n = 1) ????????????????????? (2.40) ???
????????????
E =
∫
1
2
n0v
2dr =
n0κ
2
4pi
log
R
a
(2.44)
????????a????????????????????????????????????
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????????
L =
∫
n0vrdr =
n0κ
2
R2 (2.45)
????????????????????????? Ωc ?
Ωc =
E
L
=
κ
2piR2
log
R
a
(2.46)
???????????????? Ω > Ωc ???? F < 0?????????????????
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
????????????????? vs = Ω× r ??????????????????????
??????? nv ??
κnvz = ~ω = ∇× vs = 2Ω or nv = 2Ω
κ
(2.47)
???????????Feynman?????????? 4He?????????????????
????? [70]?
???????????????? n = 1 ????????????????????????
n ????? (2.40)?(2.44) ??? ???????? n ? 2?????????????????
? n = 2 ??? 1????? n = 1 ??? 2????????????????????????
????????????????????? n = 1 ???????
2.3 ????????Bose-Einstein?????????????
????????? Bose????????????????????????????????
????????????????????????????????????????????
??Time-of-flight????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????????
???????? BEC??????????????????????????????????
???????????????????????????????
2.3.1 ???????????
????????? BEC????????????????????????????????
?????????????????????BEC?????????????????????
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????? z??????????x− y??????
?????????????????????????????????????????????
? [63, 22, 71, 72, 73, 74, 75, 76]??????????????????????????????
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BEC
Laser
profile
Laserrotation, ω
(a) (b)  1 
 
2 

=1
ω

=0
Two-photon
microwave
? 2.4: (a) ??? ω ?????????????? BEC???????????? |1〉 → |2〉 ?
??????????????????????????(b) ???????? |2〉 ???????
??????????????????? |2〉 ??????????? [41] ??
????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
????????????????????????????? (?????) ?????????
???????????????? [77, 78, 79, 80]?
?????????BEC????????????????????? JILA?????????
Matthews???Willams? Holland?????????? [80] ???????????????
??? [41]???? 87Rb?????????????????????? 5 ??????????
?????????????????????????? I?????? S?????? F = I+S
?????????87Rb?? I = 3/2?S = 1/2????F = 1? F = 2???????????
?????????????????????|F = 1, Fz = −1〉 = |1〉 ??|F = 2, Fz = 1〉 = |2〉
???????????????????????????????? 2??? BEC??????
??????|1〉 ? BEC?????????????????????????????????
????? |1〉 → |2〉 ???????????????????????????????? Rabi
??????????? δ ???? Ωeff ≈ δ ????|1〉 → |2〉 ????????????????
|1〉 ? BEC?????????????????????????????????????? ω
?????? (? 2.4(a)) ??? ω ??????????????????? l = 1 ??????
l = 0 ???? h¯ω ????????????????????????????????????
??? h¯δ????????????????????????????? (∼ 1Hz) ??????
?????????????? |1〉 ? |2〉 ? l = 1 ????????????????? |2〉 ???
?????????????????????????????????????????????
??????????????????? ω ? δ ???????|2〉 ?????????????
??????????????? 2.5 ??????? 2.5(a) ? |2〉 ??????????????
??????????? 2.5(b) ? pi/2 ????(c) ? pi ????????? |2〉 ????????
?????????????????????????????????????????????
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???????????????????????????????????pi/2 ????????
?? (b) ????????????|1〉 ? |2〉 ????????? pi ????????? (c) ???
?????? |1〉 ???????? |2〉 ?????????????????? (??? |1〉 ???
?????)???????????????????????????????? 2.5(d)?(e) ?
|2〉 ???????????????????????????????????????????
??????? 0?? 2pi??????????????????
? 2.5: ?? |2〉 ??????????????????????????????????????
(a) ????????? |2〉 ??????(b) (c) ????? pi/2 ????pi ????????? |2〉
??????(d)?(e) ??? |1〉 ?????? |2〉 ??????????????????[41] ??
?????????MIT?????? Nakahara?????????????????????
??????????????????? [81, 82, 83] ?????????????????? [58]?
Leanhardt?????F = 1 ??? 23Na ??? BEC????|F,mz〉 = |1,−1〉 ????????
???????? B(x, y, z) = Bz zˆ + B′(xxˆ − yyˆ) ??? Ioffe-Pritchard???????????
??????????????z ??????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????????
????? (Berry???) ????????????? [58, 83]?F = 1????????????
???????????????????????? Fz = −1 ????????????????
?????? Bz ??????????? Fz = 1??????????????????????
?????????????????????????????????????????Fz = −1
???????????Fz = 1 ?????????????????????????? Berry?
?????????????????????????????????????????????
?? Fz = 1 ??????? 4pi ????????????????????? n = 2 ?????
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???????????????????????????????? n = 2 ?????????
????(?????????????? l = 2 ???????????????????????
???????????? [43, 50, 58]?????????? l = 2????? l = −2?????
????????????????????????????????????????????
??????????????????????????????????????? [84]?) ??
? 23Na ? |F = 2,mz = 2〉 ???????????????????? n = 4 ????????
??????????|F = 1,mz = −1〉 ??????????????????????????
???Bz → 0 ?????? |F = 1,mz = −1, 0, 1〉 ? 3???????????????????
???????? [59]?
2.3.2 ??????????????
? 2.6: ENS???????????????????????????????????????
????????????????????????????????? z??????????
????? (????? 16 µm) ??????????????????????????? 20 µm
??????????????????????????? Ω ????????
????Madison????? 4He?????????????? 87Rb???BEC???????
?????????????????????????????? [49]????????????
????????? 2.6 ?????????????? BEC?????????????????
???????? BEC??????????????????????????????????
??????????????? z???????????????????? (????????
??????????) ???????????? 2?????????? z??????????
????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
????2????????????????????????????????????????
??????????????????????????????Time-of-flight????????
????????????????????????? 2.7 (a) ??????????? BEC??
??? Tc ?????????????????????????? Tc ????????????
???? [49]???????????? Tc ??? BEC???????????????????
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[50]???????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????????
?????? 2.7(b) ???????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????????
?????
? 2.7: (a) Time-of-flight?????????????????????????????????
?????????????????? (??)????????????????? (??)???
?????????????????????????????(b) ??????????????
??????????????? N = 2.5× 105?????????????? ω⊥ = 2pi× 172 Hz?
???????????? ² = ²X − ²Y (??: ² = 0.037????: ² = 0.062) ?????????
? [49, 50] ??
? 2.8: MIT????????????????????? 16?32?80?130??????????
??????? [55] ??
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??????? ENS?????????????????????Abo-Shaeer??Madison?
???????????23Na??? BEC?????100???????????????????
????? (? 2.8) [55]??????????????????????????????????
??????????????????? 2.7(b) ??????????????????????
???? [56]???????????????????????????????????????
????????????????????????Oxford??? Hodby?? ENS??????
??????????????????? [60]????????????????????????
??BEC????????????????????????????????????????
??????????????????????????? ²?????????????????
??????????????????Hodby???????????????????????
???????????????????????????
? 2.9: ?????????????????????????????????????????
?? (a) ????????????????????????????(b) 14??(c) 15??(d) 20
??(e) 22??(f) 23??(g) 40??(h) 70?????????? [46] ??
???????????????????????????????????JILA? Haljan?
??Tc??????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
??????????????? [44]????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
BEC??????????????????????????????????????????
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????????????????????? [46]??????????????????????
????????????????????? (? 2.9)????? 4 ?????????????
????????????????????????????????? (Tockachenko ???) ?
????????????? [47]?
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?3? ????Bose-Einstein??????
???????????????
???????? BEC??????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????? BEC
????????????????????????????????????????? ENS?
????????????????????????????????????????????
GP???????????????????????????????????????????
????GP???????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????????
Landau???????????????????????????
3.1 ENS?????
Madison??????? [49, 50] ???????????? BEC??????????????
?????????????????????????????????? [51]????????
?????????????????? (2.28) ????????????????? Recati??
??????????? [85]????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
????????????????????? 3.1 ?Madison?????????????????
?????????????????????????????????? Ω˜ = Ω/
√
(ω2x + ω2y)/2
??????????????????
α = Ω
R2x −R2y
R2x +R2y
(3.1)
??????????????? Rx (Ry) ????? x (y) ?????????????????
?????? Recati?????????????????????????Ω˜ = 0.8 ??????
?????????????????????????????????????????????
????????????????????????????? Recati????????????
?????????????????????????????????????????????
????????????????????????? α ??????????????????
?????????????????????????????????????????????
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??????????????????????????? Sinha? Castin??????????
???????? [86]???????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
?????
0.7 0.8 0.9 1.00.60.5
0
0.2
0.4
0.6
0
2
4
6
| α |~
Lz / h
( II )( I )
Ω
~
? 3.1: ??????? α˜ = α/
√
(ω2x + ω2y)/2 ?????? Ω˜ ????????????????
???????????????????????????????????? Recati?????
?????? ² = 0???? ² = 0.022 ??????? (I) ??????(II) ??????????
???? [51] ??
??????????Madison?????????????????????????????
???????????????? α????????????? 3.2 ????????????
?????????????????????????????????????????? α ?
????????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????????
????Sinha? Castin?????????????????? Thomas-Fermi?????????
???????????????????????????? 0.72 < Ω˜ < 0.75 ?????????
????????????????????????????????? 2.7(b) ????????
?????????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????????
????????????????????Sinha ? Castin ???????????????
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0.0
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? 3.2: α˜ ??????² = 0.025?????? Ω˜ = 0.7 ? 20?????????????????
?? 150?????????? z????????????????????????? [51] ??
??Landau???????????????????????????????????????
[87, 88, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 95, 96]??????????????????????Landau??
????
vc = min
(
²(p)
p
)
(3.2)
?????? [23]?p ?????????????????????²(p) ????????????
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
??????? BEC????????????????vc ???????????
Ωc = min
(
ωl
l
)
(3.3)
???????????ωl ?????????????????????????????? l ??
???????????????Ωc ??????????????????? BEC???????
???????????????? Landau????????????????????Landau?
?????????????????????????????????????????????
????????????????????????Landau?????????????????
?????????????? Laudau???????????????????????????
??????????????????????????????????? BEC???????
???????????GP????????????????? [3, 4]????????????
?????????????????????? 2?????????????????????
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???? GP?????????????????????? [97, 98, 99] ???????????
Lobo???????? [99]??? BEC??????????????????????????
??????????????????????????????GP?????????????
?????????????????????? [3]?Penckwitt???????????????
?????JILA????? [43] ?????????????????????? [100]?
3.2 ??????
3.2.1 ???????GP???
?????????????????????????BEC?????????GP??? (2.23)
????????z ??????????? Ω ???????????????????????
GP????
ih¯
∂Ψ
∂t
=
(
− h¯
2
2m
∇2 + Vext + Vrot − µ+ g|Ψ|2 − ΩLz
)
Ψ (3.4)
????????? z??? Lz = −ih¯(x∂y − y∂x) ?????????????????????
Vext(r) =
1
2
m{ω2⊥(x2 + y2) + ω2zz2} (3.5)
???????????????????????????
Vrot(r) =
1
2
mω2⊥(²xx
2 + ²yy2) (3.6)
???????? ²x 6= ²y ?????????????????????????????????
?????? ENS????????????????????? [49, 51]?
?????????????????????GP????????? 2???????????
??????????? 2?????????????? z????????Ψ(r, t) = ψ(x, y, t)φ(z)
?????(3.4) ?? 2??? GP???
ih¯
∂ψ(x, y, t)
∂t
=
[
− h¯
2
2m
(
∂2
∂x2
+
∂2
∂y2
)
+
1
2
mω2⊥{(1 + ²x)x2 + (1 + ²y)y2} − µ+ gη|ψ(x, y, t)|2
−ΩLz
]
ψ(x, y, t)(3.7)
???????????????
η ≡
∫
dz|φ(z)|4∫
dz|φ(z)|2 (3.8)
???????????? µ ?? φ(z) ??????????????????????2????
??? ψ(x, y) ??????z-??????????????? 2????? N2D ????∫ ∫
dxdy|ψ(x, y)|2 = N
(∫
dz|φ(z)|2
)−1
= N2D (3.9)
??????? (3.7) ???????????????????????????????????
??????????????????????
x = ahx˜, t =
t˜
ω⊥
, ψ =
√
N2D
ψ˜
ah
(3.10)
25
??????????? ah =
√
h¯/2mω⊥ ?????????????????
∫
d2r|ψ|2 = 1 ??
??(3.7) ??
i
∂ψ
∂t
=
[
−
(
∂2
∂x2
+
∂2
∂y2
)
+
1
4
{(1 + ²x)x2 + (1 + ²y)y2} − µ+ C|ψ|2 − ΩLz
]
ψ (3.11)
??????????????????????????
C = 8piaηN2D (3.12)
??? (???? (3.11) ?????????????) ?
???????????????? 2????????????? 2????????????
????????????? (λ = ωz/ω⊥ À 1) ???????????????????????
???? (λ ¿ 1) ??????????????????????? C ???????????
λ À 1 ???z ????????????????? h¯ωz ??????????????????
φ(z) ??????????????
φ(z) =
(
1√
2piahz
)1/2
exp
(
− z
2
4a2hz
)
(3.13)
????????ahz =
√
h¯/2mωz = ah/
√
λ ????????????N2D = N ????????
? C ?
C = 8piaNη = 4
√
piλN
a
ah
(3.14)
????????λ¿ 1 ??????????????????????????????????
?????????????z?????????????????????????? (3.4) ??
z?????????????????? (3.5) ??? 3?????????????????(3.7)
?? 2?? GP????????????????? C ??????
C = 8piaηN2D = 8piaN
∫ |φ(z)|4dz
(
∫ |φ(z)|2dz)2 ' 8piaN2Rz (3.15)
??????????z ???????? Thomas-Fermi?? Rz =
√
2µ/mω2z ????????
???????????????????????????? µ ??²x,y = 0 ? Ω = 0 ???
Thomas-Fermi???????????
µ = h¯ω⊥
(
15
8
Nλ
a
ah
)2/5
(3.16)
?????????λ < 1?????????????????????? ENS????????
???????????????Madison????????? [51]?s???? a = 5.77nm???
? N = 3× 105????????? ωz = 11.8× 2pi?λ = ω⊥/ωz = 9.2 ???? (3.15) ?????
?????? C =500??????????????????????????????????
????????? ah =
√
h¯/2mω⊥ = 0.728µm???????????? 9.21 ???????
2???????????????????????????? 3?????????????
?????????????? [52] ????????? Kelvin? [53] ??? 2????????
26
??????????????????????? 3?? GP????????????????
???????????????????????????????? [101, 102]????????
????????????????????????????????????????????
??????????????????????????????????? 1 ????????
?????????????????? [52]???????????? (????? 100 ?????
???) ????????????????????????????
3.2.2 Gross-Pitaevskii????????
2???GP??? (3.11) ??????? Crank-Nicholson?????????????? [103,
104]????????????????????????????????? ∆t????????
∆x,∆y ??????????????? ψ(j∆x, k∆y, n∆t) ≡ ψnj,k ??????Crank-Nicholson
??????? [103, 104] ???? (3.11) ????????
i
ψn+1j,k − ψnj,k
∆t
= −1
2
(
ψn+1j+1,k − 2ψn+1j,k + ψn+1j−1,k
∆2x
+
ψnj+1,k − 2ψnj,k + ψnj−1,k
∆2x
+
ψn+1j,k+1 − 2ψn+1j,k + ψn+1j,k−1
∆2y
+
ψnj,k+1 − 2ψnj,k + ψnj,k−1
∆2y
)
+
1
2
(Vj,k − µ)(ψn+1j,k + ψnj,k) +
1
2
C(|ψn+1j,k |2ψn+1j,k + |ψnj,k|2ψnj,k)
−1
2
Ω
(
k∆y
ψn+1j+1,k − ψn+1j−1,k
2∆x
+ k∆y
ψnj+1,k − ψnj−1,k
2∆x
−j∆x
ψn+1j,k+1 − ψn+1j,k−1
2∆y
− j∆x
ψnj,k+1 − ψnj,k−1
2∆y
)
(3.17)
??????????????????? Vj,k = {(1 + ²x)(j∆)2 + (1 + ²y)(k∆)2}/4 ??????
????????????????????????? n + 1 ???????n????????
?????????????? (j, k) ???????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????? [104]???????????????
? ∂f/∂t = Hf ???????? H ? Hf = (H1 + H1 + · · · + Hn)f ???????????
fn ?? fn+1 ????????????fn+1/m = U(H)1fn?fn+2/m = U(H)2fn+1/m?· · · · ·?
fn+1 = U(H)mfn+(m−1)/m ?????????? (U(H) ? H ??????????????)?2
??????????????m = 2 ???(3.17) ??
ψ
n+1/2
j,k = ψ
n
j,k −
∆t
2
(
ψ
n+1/2
j+1,k − 2ψn+1/2j,k + ψn+1/2j−1,k
∆2x
+
ψnj,k+1 − 2ψnj,k + ψnj,k−1
∆2y
)
+
∆t
4
(Vj,k − µ)(ψn+1/2j,k + ψnj,k) +
∆t
4
C(|ψn+1/2j,k |2ψn+1/2j,k + |ψnj,k|2ψnj,k)
−∆t
2
Ω
(
k∆y
ψ
n+1/2
j+1,k − ψn+1/2j−1,k
2∆x
− j∆x
ψnj,k+1 − ψnj,k−1
2∆y
)
(3.18)
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?ψn+1j,k = ψ
n+1/2
j,k −
∆t
2
(
ψ
n+1/2
j+1,k − 2ψn+1/2j,k + ψn+1/2j−1,k
∆2x
+
ψn+1j,k+1 − 2ψn+1j,k + ψn+1j,k−1
∆2y
)
+
∆t
4
(Vj,k − µ)(ψn+1j,k + ψn+1/2j,k ) +
∆t
4
C(|ψn+1j,k |2ψn+1j,k + |ψn+1/2j,k |2ψn+1/2j,k )
−∆t
2
Ω
(
k∆y
ψ
n+1/2
j+1,k − ψn+1/2j−1,k
2∆x
− j∆x
ψn+1j,k+1 − ψn+1j,k−1
2∆y
)
(3.19)
???????????????????? (n→ n+ 1/2) ?? x ??????????????
?????????????? (n+ 1/2→ n+ 1) ? y ???????????????????
?????????????????????????????????????????????
????????? 3?????????????????????????????? 256 × 256
????(????) ??????? δt = 1.0× 10−3 ?????
3.2.3 1??????Bose-Einstein??????
???????????????BEC???????????????????????????
????????? 1???????????????????????????????? (²x = ²y)
???????????????????????????? (r, φ) ?????ψ(r) =
√
n(r)eiφ?
??????? (3.11) ????????
∂n(r)
∂r2
+
1
r
∂n(r)
∂r
− n(r)
r2
− r
2
4
n(r) + µn(r)− Cn(r)3 = 0 (3.20)
???????? r = 0 ? n(r) = 0?r →∞ ? n(r)→ 0 ??????????????????
?? 3.3 ????(a) ? 2?????????????????????????????????
??????????????????????? 0?????? 2pi ?????????????
?????????????????????? 0? 2pi??????????? (???????)
???????????????????????????????? 3.3 (a) ?????????
?????????????????????????????????????????????
????? (b) ?????????????????????? 2.3 ?????????????
??? ξ = h¯/
√
2mgn(r) ?????????????????????????????????
????????????????????????????????????????????
3.3 ??????????Bose-Einstein???????????
??????
3.3.1 ?????
???????????????????????????????????????????
??Madison? [51]????????????????????????????????Ω???
????????? t = 0????????????????????????????? (3.6) ?
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? 3.3: (a) ????????????? 2????????????????????? [0,2pi]?(b)
???????????
???? ² = {(1 + ²x)− (1 + ²y)}/{(1 + ²x) + (1 + ²y)}???????? ² = 0.025 ?? 20 ??
??????? (????²y ???????????)?
????????????????????????????????????????????
??????????? (3.43) ??????????Vrot ???????? l = 2 ????????
?????????????????????????? (3.1) ???????????? [85, 51]
α(t) = −Ω 〈x
2〉 − 〈y2〉
〈x2〉+ 〈y2〉 (3.21)
?????????????????? 〈A〉 = ∫ dxdyψ∗Aψ ????????? Ω ???? α(t)
??????? 3.4????????????????????????????????????
?? Ω?? (< 0.65) ???α > 0 ?????????????????????????????
??? y??????? (²x > ²y) ????? y?????????????????Ω ?????
?????????????????????????Ω = 0.75ω⊥ ?? α ?? 3.4???????
???????????????????? Ω ???????????????????α???
????????????????????? Ω ????????????????????? α
????????????????????????????????????????
???????????????? l = 2 ?????????????????????Thomas-
Fermi ????????????????????????????????? ωl =
√
lω⊥ ???
??? [105]??????????????????????−ΩLz ??????????????
? −lΩ ??????????? l = 2?????????ωl − lΩ = 0????????????
? Ω/ω⊥ =
√
2/2 ' 0.707 ?????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
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? 3.4: ??????? α ? Ω/ω⊥ =0.65?0.70?0.75?0.80?0.85 ????????
?????????????????????????????????????????????
???????? 0.72 < Ω/ω⊥ < 0.78 ???????????????????????????
???????????? Thomas-Fermi??????? Ω/ω⊥ = 0.707???????????
??????????????????????????????????? (? (3.43)???) ?
? 3.5? Ω = 0.75ω⊥ ????????????????????? |ψ(x, y, t)|2 ??? θ(x, y, t) =
Im(lnψ) (0 < θ < 2pi) ??????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
?????? θ(x, y) ∝ xy ????????? [85, 88]????????????????????
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
????????????????? [3]??????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????????
???????????Sinha ? Castin [86] ????????????????????????
????????????????????????????n = 3 ??????????????
???????? Ω/ω⊥ = 0.73 ??????????????????????????????
?????????????????? 3.5 ?????????????????????????
??n = 3 ???????????????????????????????????????
???? n ????????????? [86] ????????????????????????
??? GP??? (3.4)???????????? Ψ ??? n(r, t) ??? θ(r, t) ???????
30
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???
∂n
∂t
= −div
[
n
(∇θ
m
−Ω(t)× r
)]
, (3.22)
−∂θ
∂t
=
(∇θ)2
2m
+ Vext + Vrot + gn− [Ω(t)× r] · (∇θ) (3.23)
??????????????????????????????Thomas-Fermi????????
???????? 2??????????????????n ? θ ?
n(r, t) = nc(r, t) = n0 +
mω2⊥
g
3∑
i,j=1
xiAij(t)xj , (3.24)
θ(r, t) = θc(r, t) = θ0 +mω⊥
3∑
i,j=1
xiBij(t)xj (3.25)
??????????? (3.23) ?????????????????? x2?xy?y2?... ?????
?????????????????????????????
dA
dt
= −2ATrB − 2{A,B}+Ω[R,A], (3.26)
dB
dt
= −2B2 −W −A+Ω[R,B] (3.27)
?????????? ω⊥ ?????????????({ }) [ ], ?????????A,B,R,W ?
3×3?????????
A =
 A11 A12 A13A21 A22 A23
A31 A32 A33
 , B =
 B11 B12 B13B21 B22 B23
B31 B32 B33
 , R =
 0 1 0−1 0 0
0 0 0
 ,
W =
 (1− ²(t))/2 0 00 (1 + ²(t))/2 0
0 0 (ωz/ω⊥)2/2

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???A? B?????????(3.26)?(3.27) ??? ENS?????????????????
??????????????????A11(0) = A22(0) = −1/2?A33(0) = −(ωz/ω⊥)2/2????
????????????? (????A13(t) = A23(t) = B13(t) = B23(t) = 0 ???)?????
?????? ωz/ω⊥ ¿ 1???A33(t)¿ 1????????? x− y? 2???????????
????????????? z ??????????????????????????????
???????? GP???????????? 3.4 ? 0.72 < Ω/ω⊥ < 0.78 ?????????
???
?? Sinha? Castin??????????????????????????????????
??????n = nc + δn, θ = θc + δθ ??? (3.22) ??(3.23) ?????????
∂δn
∂t
= −div
(
nc
∇δθ
m
)
− δn∇
2θc
m
−
(∇θc
m
−Ω× r
)
· ∇δn, (3.28)
∂δθ
∂t
= −gδn−
(∇θc
m
−Ω× r
)
· ∇δθ (3.29)
???????????????? δn ? δθ ????????????????????????
??????? δρ ∝ rlPl(cos θ) ?????????????????? n = 3 ????? l = 3
??????????????????????????? n = 3 ??
δn =
mω2⊥
g
(C1x3 + C2x2y + C3xy2 + C4y3), (3.30)
δθ = mω⊥(D1x3 +D2x2y +D3xy2 +D4y3) (3.31)
???????? (3.28) ?, (3.29) ??????x3, xy2, ... ??????????????????
?? Ci ? Di ??????????? dX3/dt = U3(t)X3 (X3 = (C1, C2, C3, C4, D1, D2, D3, D4))
??????U3(t) ???????????? Aij(t) ? Bij(t) ?????????????????
?? U3(t) ???????????????????? [86] ?????????????????
(Ω = 0.73ω⊥) ? U3(t) ???????????????? 3.6(a) ????U3(t)? 8×8?????
?????? 8?????????????????????????????????????
???????????????????? Ω = 0.73ω⊥ ??????????????????
?????????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????????
????????????????????????????Sinha? Castin ? n = 3 ?????
??????????? n = 8 ??????????? 3.6(b) ????????????????
???????????????? n = 8 ???????n = 3 ???????????????
??????????????????n = 8 ???????????? n = 3 ????????
???????????? n ???????????????????????????????
???????????????????????????????????
Sinha? Castin ????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
????????????????????????? ENS?????????????????
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? 3.6: Ω/ω⊥ = 0.73 ???? (a) n = 3?(b) n = 8 ???? Un(t) ?????????????
???
??????????????????? 3.4????????????????????????
?????????????????????????????
3.3.2 ??????
????????????????????????????????????????????
????????????????????????????Morgan????????????
???????????? [106]??????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
??????????????????????????
???????????????????????????????????????????
???? GP ??? [
− d
2
dr2
− 1
r
d
dr
+
r2
4
+ C|ψg|2
]
ψg(r) = µψg(r) (3.32)
?????????ψg ??????????????????????????????????
???????? ui(r) = ui(r)eilθ ? vi(r) = vi(r)eilθ ? Bogoliubov-de Gennes ???[
−
(
d2
dr2
+
1
r
d
dr
− l
2
r2
)
+
r2
4
− µ+ 2C|ψg|2
]
ui(r) + Cψ2gvi(r) = ωiui(r), (3.33)[
−
(
d2
dr2
+
1
r
d
dr
− l
2
r2
)
+
r2
4
− µ+ 2C|ψg|2
]
vi(r) + Cψ∗2g ui(r) = −ωivi(r) (3.34)
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??????????????????????????????∫
d2r{ui(r)u∗j (r)− vi(r)v∗j (r)} = δij , (3.35)∫
d2r{ui(r)v∗j (r)− vi(r)u∗j (r)} = 0 (3.36)
?????????ψg ???????????????????? [106] ???????ψg ???
???????????????? Bogoliubov-de Genne ??????? ψg ?????????
????????????????????
u˜i(r) = ui(r)− ciψg(r), (3.37)
v˜∗i (r) = v
∗
i (r) + c
∗
iψg(r) (3.38)
???????????ci =
∫
d2r
[
ψ∗gui
]
= − ∫ d2r [ψgvi] ????????? (3.36) ?????
???????????????????????????????
ψ(r, t) = {1 + bg(t)}ψg(r) +
∑
i>0
{u˜i(r)bi(t) + v˜∗i (r)b∗i (t)} (3.39)
???????????1 + bg ? bi ??
1 + bg(t) =
∫
d2r ψ∗g(r)ψ(r, t), (3.40)
bi(t) =
∫
d2r {u˜∗i (r)ψ(r, t)− v˜∗i (r)ψ∗(r, t)} (3.41)
?????????????????????????????????? |1+ bg|2 ? |bi|2 ???
???????????????????????????? l ???????????????
?????????u˜i ? v˜i ??? i ? l ??????? l 6= 0 ??????(3.37) ? (3.38) ??
????????? cl ??
∫ 2pi
0
dθeilθ = 0 ?????????????u˜l = ul ? v˜l = vl ????
????????????????????????????????????? l ???????
?????????
3.3.3 Fermi-Pasta-Ulam ?????????????????
(3.40) ? (3.41) ???????????????????? |bl|2 ??????????? ψ(r, t)
?????????????? 3.7(a) ? Ω = 0.7ω⊥ ???? |b2|2?|b4|2?|b6|2?|1+ bg|2 ????
??????????????? |bl|2 ?????????????(3.6) ????????????
???????? l = 2 ??????????|b2|2 ?????? |1+ bg|2 ???????l = 4, 6, · · ·
???????? |b2|2 ??????????????????????????????????
??????|1 + bg|2 ? 1????????????????????????????????
????????
?????????????? Ω = 0.75ω⊥ ???????? 3.7(b) ????????????
????????????????????? 3.7(a) ????????????????????
?????|1 + bg|2 ???????????????????????????????????
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? 3.7: ????????? |bl|2 ??????(a) Ω/ω⊥ = 0.7?(b) Ω/ω⊥ = 0.75?(c) ? (d) ? 2
????????????? |1 + bg|2 (??) ? |b2|2 (??) ??????
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??????????????????????????????????? 3.5 ????????
???????????????
?????? Fermi-Pasta-Ulam?????????????????????????????
?? [107]????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
???????????????????????? BEC??????????????????
?????????????????????????????????????????????
???? [108, 109, 110]?
3.3.4 2?????
?? |1 + b2g| ? |b2|2 ?????????????????? 3.7 (a) ? (b) ?????????
???????(3.39) ?? (3.11) ?????????
i
∂bg
∂t
=
∫
d2rψ∗gVrot(ψg +∆) + C
∫
d2r
[
(bg + b∗g)|ψg|4 + 2|∆ψg|2 +∆2ψ∗2g +∆|∆|2ψ∗g
]
(3.42)
?
i
∂bl
∂t
= (ωl − lΩ)bl(t) +
∫
d2ru∗l Vrot(ψg +∆) +
∫
d2rv∗l Vrot(ψg +∆
∗)
+C
∫
d2ru∗l
[
2|∆|2ψg +∆2ψ∗g +∆|∆|2 + |ψg|2ψg(bg + b∗g)
]
+C
∫
d2rv∗l
[
2|∆|2ψ∗g +∆∗2ψg +∆∗|∆|2 + |ψg|2ψ∗g(bg + b∗g)
]
(3.43)
??????? ∆ = bgψg +
∑
l{ul(r)bl(t)+ v∗l (r)b∗l (t)} ?Vrot = (²xx2+ ²yy2)/4 ?????? Vrot
????
∫
d2rψ∗gVrotul ?
∫
d2ru∗l′Vrotvl · · · ?????????????? θ?????????
?? T0δl,l′ + T1δl,l′−2 + T2δl,l′+2 ?????????????????????????????
(3.42) ? l = 2 ???? Vrot ????????????? ²x = ²y ??????????????
l = 0 ? l = 2 ??????????????????C ???????????????????
??????????????????????????
? 3.7(a) ????????????????????? |1 + bg|2 ? |b2|2 ??????????
??????????????????(3.42) ?? (3.43) ?? l = 0 ? 2 ???????????
? (2?????)??????????????????????? v2(r) ??????????
??(3.42) ?? (3.43) ??
i
∂bg
∂t
= T00(1 + bg) + P00{2Re(bg) + |bg|2}(1 + bg) + P02(1 + bg)|b2|2 + T02b2, (3.44)
i
∂b2
∂t
= (ω2 − 2Ω + T22)b2 + P22|b2|2b2 + P02{2Re(bg) + |bg|2}b2 + T02(1 + bg) (3.45)
????????????
T00 =
∫
d2rψ∗gVrotψg, T22 =
∫
d2ru∗2Vrotu2, T02 =
∫
d2rψ∗gVrotu2 =
∫
d2ru∗2Vrotψg,
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P00 = C
∫
d2r|ψg|4, P22 = C
∫
d2r|u2|4, P02 = 2C
∫
d2r|ψg|2|u2|2
????????bg ? b2 ??????????????????1+bg = |1+bg|eiθg ? b2 = |b2|eiθ2
??????????? |1 + bg|2 + |b2|2 ???????????????????(3.44) ???
(3.44) ???????????? p = |1 + bg|2 − |b2|2 ????? θ = θg − θ2 ?????????
????
dp
dt
= 2T02
√
1− p2 sin θ, (3.46)
dθ
dt
= Up− T02 2p√
1− p2 cos θ −∆ω (3.47)
?????????????????
H(p, θ) =
1
2
Up2 + 2T02
√
1− p2 cos θ −∆ωp (3.48)
?????????????????U = (P00 + P22 − 2P02)/2 ? ∆ω = ω2 − 2Ω+ T22 − T00 + U
?????????????????????????????????????????????
????? p(t) ?????Weierstrassian????????????????? [111]?C = 500?
????(3.32) - (3.34) ?????????????? ψg ? u2 ???ω2 = 1.438ω⊥?U = −0.05?
δω = ω2 − 2Ω+ 3²− 0.05?T02 = 1.14² ????????????????? (3.46) ?? (3.47) ?
???? 3.7(c) ? (d) ?????|1 + bg|2 ??????? GP??????????????
? 3.8? |b2|2 ????? Ω/ω⊥ ?????????????????? Ω = 0.7ω⊥ ???????
??????? ²???????????????? l = 2????????? Ω = ω2/2 = 0.719ω⊥
?????? Ω ?????????GP ??????????????????????????
????????????????2???????????????? |b2|2 ?????????
?????????² = 0.025 ?????????????????????? 0.72 < Ω < 0.78 ?
??? Fermi-Pasta-Ulam ???????????????????? 3.8 ? |b2|2 ????? 0.4
?????????????????????????????????? Ω− ² ????????
(? 3.8????????????) ????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????????
???????? 3.4.5???????
3.4 ??????????Bose-Einstein???????????
??????
???????????????????????? BEC?????????????????
?????????????????????????????????????????????
??????????? [112, 113]? ????????????????????????????
???????????????????????????????????????? GP??
?????????????????????????????????????????????
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? 3.8: 2????????? |b2|2 ???? ² =0.01?0.025?0.05?0.08 ?????Ω/ω⊥ ????
??????????? max(|b2|2) > 0.4 ????????????
??????????????????? ENS???????????????????????
?????????????????????????????? Landau???????????
??????????????????????????????????????????ENS
??????????????? [49, 51] ???????? Landau??????????????
??????????????????????? 3.4.5?????
3.4.1 ??????????Gross-Pitaevskii???
?? GP??????????????????(3.11) ???????????
(i− γ)∂ψ
∂t
=
[
−
(
∂2
∂x2
+
∂2
∂y2
)
+
1
4
{(1 + ²x)x2 + (1 + ²y)y2} − µ+ C|ψ|2 − ΩLz
]
ψ (3.49)
???????????????? γ ??????????????????????? Choi?
[114] ????????????? [115] ??????????Choi ?? MIT ?????????
?????????? [31] ???GP????????????????????????????
γ ??? 0.03 ?????????????????????γ = 0.03 ?????????????
????GP????????????????γ ??????????????????????
??????????????????????????????
???(3.49) ??????????????? ???????????????????????
????????????????????????????Zaremba?Nikuni?Griffin ????
???????????????? GP??? [116]
ih¯
∂Ψ
∂t
=
(
− h¯
2∇2
2m
+ Vext + gn+ 2gn˜− iΓ
)
Ψ (3.50)
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???????????????? n(r, t) = |Ψ(r, t)|2 ??????????n˜(r, t) ???????
????????????????????????????? f(r,p, t) ???? Boltzmann?
?????
∂f
∂t
+
p
m
· ∇f −∆Ueff · ∇pf = C12[f ] + C22[f ] (3.51)
?????????????Ueff = Vext+2g(n+ n˜)?n˜ =
∫
(dp/h3)f ??????????????
?? Hartree-Fock?????????????????????C12 ? C22 ??????????
????????????????????????????????????Jackson? Zaremba
???????????????????????? [117, 118, 119]??????????????
?????????? [120, 121, 122] ??????????????????
(3.49) ?? (3.50) ????????????????????????????????????
???????????????????????? nÀ n˜??????????????????
???????????????????? Γ(r, t) = (h¯/2n)Γ12 = (h¯/2n)
∫ {dp/(2pih¯)3}C12 ???
???????????????????????????Γ12 ????????????????
?????????????Γ12 ∝ µnc(r, t)−µ(r, t)??? [116]?????Ψ(r, t) =
√
n(r, t)eiθ(r,t)
???? GP??? (2.23) ????????
∂n
∂t
= −∇(nvs), (3.52)
h¯
∂θ
∂t
= µ+
1
2
mv2s (3.53)
???????????????????? µ(r, t) = (h¯2∇2√n)/(2m√n) + Vtrap + gn ?????
? vs = h¯∇θ/m ??????????????????
−ih¯∂Ψ
∂t
= −ih¯∂
√
n
∂t
eiθ + h¯Ψ
∂θ
∂t
=
(
ih¯
∇(nvs)
2n
+
mv2s
2
+ µ
)
Ψ (3.54)
???????????? |vs| ????????????????µ(r, t)Ψ ' −ih¯(∂Ψ/∂t) ???
?????????????????????? (3.50) ??
(i− γ)h¯∂Ψ
∂t
=
(
− h¯
2
2m
∇2 + Vext + g|Ψ|2 − iγµnc
)
Ψ (3.55)
????(3.49) ?????????????????????????????????????
??? µnc ???????????????? iγµnc ?????????? µ = µnc ??????
?????????????????????????????????? µnc ????????
??????????????????Ψ → Ψe−iµnct/h¯ ? µnc → µ ?????????(3.49) ?
???????????????? GP???? Gardiner????????????? [123]?
(3.49) ????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
? µ ??????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
?????????? [60]?????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
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????????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????????
(3.55) ?????????????????????????????? [49, 51, 55, 60] ???
???????????Guery-Odelin ???????????????????????????
[64]???????????????????????????????????????? 15?
?????????????????????????????????????????????
????????????????????
γ ????? [124] ?????????? Bose ??????????????????????
????????? γ ??????????????????????????? ah ? h¯ω⊥ ??
???
γ = 16
√
2piAna3
(
ah
a
)√
TC
T
√
h¯ω⊥
kBT
(3.56)
????????A ? T > 0.5TC ???? 1?????????T → 0 ?????????????
??????????? T = 0.5TC?TC = 500nK?a = 5.5nm?n ∼ 1014/cm3? ω⊥ = 100× 2piHz
??????γ ∼ A× 10−2 ???????????? 0.03 ???????????
3.4.2 ??????????????
(3.49) ?????????????????????????????????????????
????????C = 500 ??????????? [125]?? 3.9 ???? Ω/ω⊥ = 0.7 ????
??????? |ψ(x, y, t)|2 ????????????????????????????????
???????????????????????????????????? 300??????
3.9(c) ??????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
??????????????????????????? [? 3.9(d) (e)]???????????
????????????????????? [113]?????????????????????
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????
???????? Vrot ??????????????????????????????????
??????????????????????Vrot?????????????????????
?????????????? 3.9(h) ??????? 5-fold?????????????????
???????????? 3.9(g) ???????????????????? 3.9(g) ??? 3.9(h)
????????????????????
?????????????? ψ(x, y, t) ??? θ ??????? 3.10 ???????????
?????????????????????????????????????????????
???????????? θ(x, y) = αxy + const ????Thomas-Fermi ???????????
??????????? 3.10(b) ?????? 20??????????????????????
?????????????????????????????????????????????
?????????????? Thomas-Fermi ???????????????????????
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?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
????????????? 3.10 ? 6???????????????????????????
???????????????????????
?????????????????? 3.9 ???????????????????????
??????????? 3.10(b) ??????????????? vs = ∇αxy = (αy, αx) ????
?????????? 3.11 ????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
? vs ??????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????????
?????????????????????????
? 3.12 ??? 3.9 ?? 3.10 ??????????????????? α ((3.21) ?) ?????
????????????? `z/h¯ =
∫
dxdyψ∗(Lz/h¯)ψ ????????????????????
? 3.2 ?????Madison?????? [51] ????????300 ????????α ? `z/h¯ ?
???????????????????????????????α ? 0.05 ?????????
???????`z/h¯ ????????????? 4 ??????
??????????? `z ???????????????????????????? 3.13
? C =250?500?1500 ???? 800 ms ?????????????????? (???????
???) ???????????? `z/h¯ ?????? Ω/ω⊥ ?????????????C ??
????????????????????????????????????????????
?????????????????? `z/h¯ ???????????????????????
????????????????????????????????????????????
??r =
√
x2 + y2 ????????????????? `z/h¯ = mΩr2 ?????????????
??????????????????
〈`z/h¯〉 =
∫ |ψ|2(`z/h¯)dr∫ |ψ|2dr (3.57)
????????????????????????????????? R ?????〈`z/h¯〉 =
mΩR2/2h¯????????????????????????? Ω????? N latticev ?Feynman
? (2.47) ???
N latticev = piR
2nv = piR2
2Ω
κ
=
mΩR2
h¯
(3.58)
?????????? nv ???????????? κ ?????????????? 〈`z/h¯〉 =
N latticev /2 ????? 3.13 ????????????? Ω ? C ???????????????
????????????????????????????????????????????
??????????????????? Feynman?????????????????????
3.4.3 ??????????????????????????
? 3.9 ?? 3.10 ????????????????????????????????????
???????????????? θ(x, y) = αxy + const ??????????????????
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? 3.11: ?????????????????????????????
0
0.05
0.1
0.15
0.2
0.25
0.3
0
1
2
3
4
5
0 0.2 0.4 0.6 0.8
Α
Ω
^
time (sec)
h
zl
? 3.12: ? 3.9? 3.10 ??????????? α (??) ???????????? `z/h¯ (??) ?
?????????? 1????????????? α ??????
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? 3.13: C = 250?500?1500????????????????????????????? Ω/ω⊥
????
????????????????????????? θ(x, y) = αxy + const ?????????
?????????????? ?? [80] ? [95] ???????????????????????
?????????????????????????????? C = 500?Ω = 0.4ω⊥ ?????
?????????????? Ω = 0.4ω⊥ ?????????????????????????
?????????????????????????????? Ω = 0.7ω⊥ ?????????
?????????????? 3.14 ????????????????????????????
?????????????????????????????????? [3.14(b) ?]?????
???????????????????????????????????????? α ???
??? 3.12 ???????????????????? α ??????????????????
????????????????????? Ω ∼ 0.7ω⊥ ?????????? [84]??????
???????????????????????? 7???????????????????
6??????? 3.9(h) ?????????????????????????????????
?????????????????????????????????????
3.4.4 Landau????????????
????????????????????? r → ∞ ??????????????????
??? r →∞ ?????????????????? Thomas-Fermi ?????????????
????????????????????????????????????????????
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? 3.14: ?????????????????????????????????????????
???????
????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
????????3.3.2 ??????????????????????????????????
?????????? (3.42) ?? (3.43) ????????? (i− γ)∂/∂t ???????????
?????? b ?????????????????????????????????????
ω˜l = ωl − lΩ+O(²) ????????????bl(t) ∼ e−γω˜lt ?????????????????
????O(²) ???????ωl ? l ????????????? Landau ????? (3.3) ???
???????????? ω˜l ??????????? ??????? Ωc ???????? lc ?
???????????????????? 4?????????? [75, 89, 92]????????
?????? C = 500 ???lc=8 ? Ωc = 0.5ω⊥ ????Isoshima ? Machida ????????
????????????????????????? [75]?Bogoliubov-de Genne ??????
??????????????? Ωc ??????Garc´ıa-Ripoll ? Pe´rez-Garc´ıa ????????
???????????? Ωc ??????? [90]?
????????????????????? Ωc ?????? Laudau???????????
??????????????? 3.13 ??????????????????C =250, 500,1500 ?
??? Ω = 0.58, 0.55, 0.44 ??????????Isoshima?Machida??? C ???????
[75]?Ωc = 0.57, 0.52, 0.41????????????????????????????????
?????????????????????????????????? ξ ?????????
??????????????????????????? N surfv ∼ 2piR/ξ ??????????
???? 2piR/ξ ? lc ????????????????????? [87] ??????????lc
????????? ξ ??????????????????????????????
??? N surfv ????? Ω ???????????????????? N latticev ???????
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? 3.15: ???????????????????????? |bl|2 ??????(a) Ω = 0.57ω⊥?
(b) Ω = 0.86ω⊥ ?????? (b) ???????? l = 2, 10, 12, 14 ?????????????
???????????????????????(b) ???????????t = 0.3 ?????
|b10|2?|b12|2?|b14|2 ??????????
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??????????????????????????????????N surfv > N latticev ???
???????????????????? N surfv ?????????????????????
????????????????????????????? N surfv −N latticev ????????
??? [113]??????????????????????? |b|2 ????? 3.15(a) ?????
????????? Ω = 0.57ω⊥ ? l = 4 ∼ 14 ???????? ω˜l ??????Nc ' lc = 8?
N latticev = 2 ?????????????????? (t ∼ 1.0 sec)?l =4?6?8 (|bl|2 > 0.02 ???
????????) ???????????????????????????????2????
?????????????????????? 2?????????? 2??????????
?????????????? l = 2 ????????????????????? 2?????
???????????????????
?????? N surfv < N latticev ??????????????????????????????
????????????????????????????????????????????
????? N latticev = 14 ??????? 3.15(b) ?????????????? Ω = 0.86ω⊥ ??
l = 2 ??????? ω˜2 ??????????????????????? |b2|2 ???????
??????????t ∼ 0.2???????????????????????????????
?????????????l = 10?12?14 ????? 3.15(b) ???????????????
????????????????????????????????????14 ???????
??????????? |b14|2 ???????? l = 14 ???????????????????
????????????????????????????
3.4.5 ??????? Landau ????????????????
???? BEC?????GP??????????????????????????????
????????????????????????????????????????????
?????????? Landau???????????????????????????????
?????????????????????????????????????? ?? [49, 51, 55]
???????????? Ω = 0.7ω⊥ ???????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
????????????? Sinha ? Castin ????????????????????????
?????? [86]?????????????????????????????????????
????????????????????????????
????????????????????????????????????????????
0.72 < Ω < 0.78 ?????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
???????????????????????????ENS [49] ?????????????
????????????????????????????????????????????
????Landau?????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
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??????????????? 1????????????????????????????
[108, 109, 110] ????Oxford ? Hodby ?????????????????? 0.5Tc ?? 0.8Tc
?????????????? [60]????????????????????????????
???????????????????? 100 ?????? [86]??????????????
?????????? Landau???????????????????????????????
??????? GP????????????????????????????
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? 3.16: C = 500? γ = 0.03?????????????????????????????? (3.34)
??????? l = 2?4?6 ??????? Landau????????? τl = −{γ(ωl − lΩ)ω⊥}−1
????
???????????????????????????????????????????
????????????? Ωc ??????????????????????????????
?????????????????????????Landau?????????????? (3.3)
?????????????????????ENS?????????????????????
??? l ?????????? l = 2 ???????????????????????????
??????????????????? 3.16 ???????????? (C = 500?γ = 0.03?
Ωc = 0.5) ????????????????????????????????????????
???????????????????????? l =2?4?6 ???? Landau???????
??? τl = −{γ(ωl − lΩ)ω⊥}−1 ????????ω2 − 2Ω > 0 ??? Ω < 0.7ω⊥ ???????
? l =4?6?8?...???? τl ?????????????????? l ????????????
?? l = 2 ????????????????????????? Ωc ???????????? 1
?????????????Ω ? 0.8ω⊥ ???????????ω2 − 2Ω < 0 ?????????
τ2 ??????ENS ????? Ωc ????????????????????????????
???????????????? 1????????????????????????????
??????
49
?4? ??????Bose-Einstein????
???
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
????????????????????? 2??????????????? Hc2 ?????
???????????????????????????????? Abrikosov???????
???????? b ∼ √φ0/piB ??????? (?????????? ξ ∼ 10− 100 nm) ???
?????????????????? Hc2 ∼ φ0/piξ2 ∼ 0.1− 10 T ?????????????
???????????????????????? 4He ??????????? A˚??????
? Feynman???
√
h¯/mΩ ???????????????? Ωc2 ∼ h¯/mξ2 ∼ 1015 rad/? ??
????????????????????????? BEC?????????????????
? 4He ?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
????????????????????????????Ωc2 ???????????????
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????? BEC
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????? 2?-4???????????????????
?????GP??????????????????????????????????????
???
4.1 ??????Bose-Einstein??????Hall??
????????????????????????? BEC????????????????
???????????????????????????????????? BEC??????
???????????????????????? 2??????? (1/2)mω2⊥r
2 ???????
?????????????????????????????????????????????
??????????? −(1/2)mΩ2r2 ??????????????????????????
Veff(r) =
1
2
m(ω2⊥ − Ω2)r2 (4.1)
???????????? Ω = ω⊥ ??????????Veff(r) < 0 ????BEC??????
??????????????? 0 < Ω/ω⊥ < 1 ???????????????????????
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JILA????????????????? 4.1 ???????????????? Landau???
????????? Ωc/ω⊥ ∼ 0.35 ??? [44, 94]????? Ω ????????????????
?????????????????????????????????????????????
?????????????????? (4.1) ?? Ω ? ω⊥ ?????????????????
??????????????????????????????????Ho??gn¿ h¯ω ???
??????????????????????????????????? Landau??????
????????????? [126]?????????????????????????
E − ΩLz =
∫
dr
(
h¯2
2m
|∇Ψ|2 + 1
2
mω2⊥r
2|Ψ|2 + g
2
|Ψ|4 −Ω× r ·Ψ∗ h¯∇
i
Ψ
)
=
∫
dr
(
1
2m
|(−ih¯∇−mΩ× r)Ψ|2 + 1
2
m(ω2⊥ − Ω2)r2|Ψ|2 +
g
2
|Ψ|4
)
(4.2)
???????????Ω = Ωzˆ ????????????????? Bzˆ ?? xy ???????
−e ??????????????????????? (−ih¯∇− eA/c)2/2m ??????????
A = (mc/e)Ω× r ?????????????????Ω→ ω⊥ ???????????????
????????????????????????
φn,m(r) = Cn,mei(n−m)θ−r
2/4`2
(
r
`
)|m−n|
L
|m−n|
(n+m−|m−n|)/2
(
r2
2`2
)
(4.3)
?????????? (r, θ) ????????Cn,m ???????Lnm(x) ? Laguerre????`
??????????????????? ` =
√
h¯/2mΩ → √h¯/2mω⊥ = ah ????????
Landau?? ²n,l = h¯ω⊥(2n+ 1) ???????n ? Landau??????????l ? Landau?
? n ????????????????????????????????????????? l
???????????????????????????????? Laudau?????????
?????????? (gn¿ h¯ω⊥) ???????? Landau?? n = 0 ?????
φ0,l(r) =
1√
2pi2ll!ah
zle−|z|
2/4, z =
x+ iy
ah
(4.4)
??????????????? 2??????????? Hall???????????????
? [127]?gn ¿ h¯ω⊥ ??????????????????????????????????
Landau??????????????? N ????????????????????????
????????????????????????????????????? (4.4) ?????
?????????????????????????????????????????????
???????????????????????????????????????? Bose??
??????? Hall???????????????
(4.4) ????????????????? S ?????? n = 0 ?????????????
????????? S/2pi`2 ????2???????????????????????????
? ν ??????? Hall??????????????? [127]?N ? ? Boson???????
???????????
ν =
N
S/2pi`2
= N
h/m
2ΩS
= N
1
nvS
=
N
NV
(4.5)
??????? NV ????????????????Feynman? (2.47) ??????????
Boson?????????Bose???? N ???? NV ???????Cooper????????
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                        Vortex lattice
Mean field quantum
Hall regime
  Strongly correlated
  vortex liquid
€ 
Ω
ω⊥
For JILA’s condition  N ~ 105 
0
€ 
Ωc ~ .0 35
€ 
0 98.
1
0.98 1
€ 
Ωc2
First vortex
nucleation
€ 
Ω
ω⊥
? 4.1: JILA????? N ∼ 105 ???????????????????
???Boson???????????????????????????????ν ∼ 6 ?????
?????????????????????????????????????????????
????????????????? [128]?Sinova????????BEC???????????
?????????????????????????????????????????????
??????? 2???????????????? [129]??????????????????
??????????????????????????? Bose???????????????
?????????????????Bose???????????????ν ∼ 1????????
Hall???????????????????????????????????????????
????????????????????????????????? [130, 131, 132, 133, 134]?
????????? Hall??????????????????????????? GP???
????????????????????????????????????????????
???????? Ωc2 ??????????????????????????????????
?????????????? (ξ ' h¯/√2mµ) ??????? (b ' √h¯/mΩ) ????????
????????????Fetter ????????? µ????? BEC????? Thomas-Fermi
????????????????????? (ξ/b)2 ? Ω ??????????????????
??? Ω ∼ ω⊥ ?????????????????????? [135]????Fischer? Baym??
Fetter?????????????????????????????????? Ω ??????
?????????????????????????????????? Ω ??????? 0.56
????????????????????? [136]?????????????????????
???????? BEC?? Ωc2 ????????????????????????
?????????(4.1) ?????????????? 2?????????????????
?????????????????? 4.1 ??????????????? Landau??????
????? Ω/ω⊥ ≥ 0.98 ???????????????????????GP????????
??????????????????????? Hall?????????? [126]???????
???????????????????????????????????? ω⊥ ??????
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???Ωc2 ? ω⊥ ?????????????????????????????????????
???????????????????? JILA????? Ω/ω⊥ ∼ 0.99 ??????????
?? Hall?????????????????????????????? (4.4) ???????
???????????? Thomas-Fermi???????????????????? [48] (???
????????? (4.5) ?????? ν ∼ 500 ???) ?
4.2 2?-4???????????????Bose-Einstein???
????
4.2.1 ????????????
?????????? 2????????????????????????????????
???????????????????????? 2????????????????????
??????????????????????????? 2?-4??????????????
Vext(r) =
1
2
mω2⊥r
2 +
1
4
k′r4 (4.6)
????????BEC?????????????????????GP????????????
??????? [5]?????????? Ω? ω⊥ ???????????????????????
????????Hall??????????????????(4.6)???????????GP??
??????????????????????????????????????????????
??????????????????????????????? [5, 135, 136, 137, 138, 139, 140]?
????? ENS?????????2?-4??????????????? [54]?Bretin????
?????????????z-??????????????????????????????
?????????????
U(r) = U0 exp
(
−2r
2
w2
)
' U0
(
1− 2
w2
r2 +
2
w4
r4
)
(4.7)
???????????? 4????????????????
???????z ??????????? Ω ?????????????? 2????????
????????GP??????????????????????????? · ???????
??? (3.10) ???????????????GP????
(i− γ)∂ψ
∂t
=
[
−
(
∂2
∂x2
+
∂2
∂y2
)
+ Vext + Vrot − µ+ C|ψ|2 − ΩLz
]
ψ (4.8)
?????????????????? (4.6) ???
Vext =
1
4
r2 +
k
16
r4 (4.9)
????????????? k = k′h¯/m2ω3⊥ ? 4??????????????????Vrot ???
???? (²xx2 + ²yy2)/4 ????????????????
∫
dxdy|ψ|2 = 1 ??????????
???????(4.8)????????????????????????????????????
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????????????????????????² = {(1+ ²x)− (1+ ²y)}/{(1+ ²x)+(1+ ²y)}?
??????? ² = 0.025 ?? 20 ??????????????????????????????
??? ²x,y ??????????????????????????????????? C = 250?
k = 1 ???????? γ = 0.03 ????
t=30.0 msec t=35.0 msec t=53.8 msec t=130 msec
x
y
7
-7
0
7
-7
0
7
-7
0
7
-7
0
7
-7
0
7
-7
0
7
-7
0
7
-7
0
-7 0 7
-7 0 7
-7 0 7
-7 0 7
-7 0 7
-7 0 7
-7 0 7
-7 0 7
x
y y y
(a) (b) (c) (d)
? 4.2: Ω/ω⊥ = 2.5 ???????????????????????????????????
4?????????????????? Ω ? ω⊥ ????????????????????
????????? 2??????????????????????? 4.2 ? Ω/ω⊥ = 2.5 ??
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????????
???????????????????????????????? 4.2(d) ?????????
?? 4?????????????????????????????????????????
4.3 ?????????????? Ω/ω⊥ = 3.2 ???????????????????????
????????????????????
???????????????? (4.9) ?????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????
Veff(r) =
1
4
[
(1− Ω2)r2 + 1
4
kr4
]
, (4.10)
???????? ((4.2) ????)??????????????Ω(= Ω/ω⊥) > 1? 2?????
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
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t=19.2 msec t=22.7 msec t=26.2 msec t=130 msec
x
y
7
-7
0
7
-7
0
7
-7
0
7
-7
0
7
-7
0
7
-7
0
7
-7
0
7
-7
0
-7 0 7
-7 0 7
-7 0 7
-7 0 7
-7 0 7
-7 0 7
-7 0 7
-7 0 7
y y y
x
(a) (b) (c) (d)
? 4.3: Ω/ω⊥ = 3.2 ???????????????????????????????????
???????????????????????
????????????????????????????????????????????
????????? 4.2 ?? 4.3 ???????????????????? 4.2(d) ??????
??????????????????????? 4.3(d) ???????????? [5, 136, 138]?
(4.10) ????????????????????R =
√
2(Ω2 − 1)/k?????? R ?? 4.2(d)
?? 4.3(d) ????????????????????????????
??????????????????????????? n = 1 ?????????????
???????????????????? n > 1 ?????????????????????
????????????????????????????????????????????
????????????? 4.2(d) ? 4.3(d) ????????????????????????
????????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????????
? [141]?n = 1 ????????????? n > 1 ?????????????????????
??????????????????2.2 ???????????? n(> 1) ?????????
????? n = 1 ??? n ????????????????????????????????
??????? n = 2 ????????????????????? n = 1 ??????????
?????????????????????????????????????? [115]????
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
????????????????
C = 250??????????????????????? Ω????????????? 4.4(a)
????Ω ???????????????????Ω ????????????????????
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????????C = 250 ?? Ω/ω⊥ ' 2.2 ? 2???????????????????????
?????????????????????????????????????????????
? Ω/ω⊥ ' 3.0 ???????????????????????????????? Kavoulakis
? Baym? 2?-4????????????????????????????????????
?????? 4.4(b) ????????????? [138]??????? 3???????? 3???
????????????????????????? 2?-4????????????????
????????????????????????????? [137, 140]????? 2?????
???????????????????????????????? ² = h¯ω⊥(2nr + l + 1) ??
?????????????????? N ???????????? l ????????????
?? l ??????????????????????????????????????????
l ???????????????????????????????????? [142]? ????
2?????????????????????????????????????? l ?????
??????????????????????????????? l ????????????
?????????????????????????????????????????????
??????????????????????????3?????????????? [138] ?
??Thomas-Fermi?????? 2?-4?????????????????Thomas-Fermi???
????????????? (C ≥ 5000) ??????? 4.4(c) ???????????????
????? C = 250 (?????????? σas = C/8pi ' 10) ???????? (??) ????
????????????? 3???????????????? (σas = C/8pi ∼ 1) ?????
?????????
Ω/ω⊥2.0 3.0
Ω=2.0ω⊥
Ω=2.5ω⊥
Ω=2.75ω⊥
Ω=3.0ω⊥
Ω=3.3ω⊥
A vortex lattice
A circular vortex
array with a hole A giant vortex
Ω=1.8ω⊥
(a) (b)
(c)
? 4.4: (a) C = 250 ?????????????????????(b) ?? [138] ?????? 2
?-4????????????????????Multiple quantization????????????
?????????????????(c) ?????????????VL: Vortex Lattice?VLH:
Vortex Lattice with a density Hole?GV: Giant Vortex ??????? [138] ?????????
????????????
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4.2.2 ???????????
???????????????????????????????????????????
???????????????????????????? Ω ???????????????
????????????????????????????????????????????
??????????????????????
????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
vs = (h¯/m)∇θ ??????????????????
∮
vsdl = h/mn = κn ?????????
???????? 4.3(d) ???????????? R ???????? vs = κn/2piR ????(d)
??????????????????n ??????????????????????????
????????????????????????? (d) ?????????????????
?????????????????????????????????????????????
?????????????????? vs ?????????????????????????
?????????????????????? [143]?
x
y
26
27
28
29
30
31
32
0 50 100 150 200 250
zl
Ω  t
^
0 5.5
5.5
-5.5
0
? 4.5: ?????Ω/ω⊥ ? 3.5?? 3.2??????????????????????????
?? ω⊥t =102?107?112?116??????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
???????????????????????????????? [144]?????????
?????????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????????
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??????????????? 4.5 ?????? Ω ? Ω/ω⊥ = 3.5 ( n = 32 ???????) ?
? Ω/ω⊥ = 3.2 ????????????????????????????? (???????
??????????????????????????????????)??????????
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
???????????????? R????????????????????????????
????????????????????????????????????????ψ = f0(r)einθ
? (4.8) ? ???????????[
− ∂
2
∂r2
− 1
r
∂
∂r
+
n2
r2
+ Vext + C|f0|2 − nΩ
]
f0 = µf0 (4.11)
????????????????????? f0 + δf ????????????????????
? δf ?????????????
Vf (r) = Vext +
n2
r2
+ 2C|f0(r)|2 − µ− nΩ. (4.12)
?????? n ? Feynman????????Vext+n2/r2 ??????????????? (4.10)
???????? n (??????? R ) ???????????? Vext + n2/r2 ???????
?????????????????? C|f0(r)|2 ??????????????????????
?????????????????????????????? θ ?????????????
?????????????????????????????????????????????
??????? ψ(r, θ, t) = f0(r)Φ(θ, t) ??????? (4.8) ?????????????? f∗0 ?
?????????
i
∂Φ
∂t
=
(
− 1
R2
∂2
∂θ2
+ Er + CP |Φ|2 + iΩ ∂
∂θ
)
Φ, (4.13)
????????
Er =
1
A
∫
rdrf∗0
[
− ∂
2
∂r2
− 1
r
∂
∂r
+ Vext − µ
]
f0, R
−2 ' 1
A
∫
rdr|f0|2r−2, P = 1
A
∫
rdr|f0|4
(4.14)
????A =
∫
rdr|f0|2 ???????????? η ???? Φ(θ, t) = e−iµt{einθ + η[e−iωtu(θ) +
eiω
∗tv∗(θ)]} ?????η ?????
µ =
n2
R2
+ Er + CP − nΩ, (4.15)
η ????????(
− 1
R2
∂2
∂θ2
+ Er + 2CP + iΩ
∂
∂θ
)
u(θ) + CPe2inθv(θ) = (µ+ ω)u(θ) (4.16)(
− 1
R2
∂2
∂θ2
+ Er + 2CP − iΩ ∂
∂θ
)
v(θ) + CPe−2inθu(θ) = (µ− ω)v(θ) (4.17)
????u(θ) = uqei(n+q)θ ? v(θ) = vqei(−n+q)θ ????????(4.15) ???????????
???? (
q2 + 2nq
R2
+ CP − qΩ
)
uq + CPvq = ωuq (4.18)(
q2 − 2nq
R2
+ CP + qΩ
)
vq + CPuq = −ωvq (4.19)
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?????????????
ωq,± =
q
R
{(
2n
R
−RΩ
)
±
√(
q
R
)2
+ 2CP
}
, (4.20)
??????? q/R ???????????????q → 0 ?????????(4.20) ??? 2?
???? c =
√
2CP ???????Landau????? (3.2) ????? vs < c ????????
????????????????? 4.3(d) ????????????? c = 3.75 ???????
???? vs = 2n/R ' 12 (b⊥ω⊥ ?????????????) ??????vs > c ??????
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
??????????????????????GP?????????????????????
????????????????????????????????????? [145, 146]???
????????? [33, 34]????????????????????????????????
???????????????????
Vimp = V0 exp
[
− (x− x0)
2 + (y − y0)2
σ2
]
(4.21)
???? (???????????)????????????? {x0, y0} ???????????
??????? 4.6 ????????V0 ??? Vext(R) ????????????σ ??????
????????????????vs ? Landau????? c ????????????????
?? θ ?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
?????????????????
(a) (b)
? 4.6: ????????????????????????Vimp ???????????V0 = 100?
σ = 0.1?x0 = 3.94?y0 = 0 ???????????????????????????????
?????????????????????
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?5? 2??Bose-Einstein???????
??????????????
?????????? BEC????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????4He?
???????? 6He? Bose???????????????????????????????
????????6He???????????????????????????????????
?????3He-4He????? 3He????????????????????????????
????????????????????????????????????????? BEC?
?????????????? BEC????????????????????????????
?????????????????? 2??????????????????2???????
? Bose?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????? JILA????????
?????????? 87Rb??? 2?? BEC???????????????????????
BEC??????????????????????????????????????????
??????????????????????????????????? 2?? BEC????
???????????1??? BEC????????? 2?????????????????
???
5.1 ???Bose-Einstein??????
?????? BEC????????????????????? Zeeman??????????
????????Zeeman?????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
??????? 1?????????? Ψ ?????????????????????????
????????????????????????????????????????? BEC?
?????????????????????
JILA???????87Rb????????????????????????? BEC????
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???? [147]???????????????????? S ???????? I ????????
BEC????????? S ? I ??????????????????????????????
??????????????? F = S+ I ?????????????????87Rb? S = 1/2?
I = 3/2 ????? F = 1, 2 ???????????????????????????????
??? |F = 1,mF = −1〉 ?|F = 2,mF = 1〉?|F = 2,mF = 2〉??? [11, 12]?Myatt????
|F = 1,mF = −1〉 ? |F = 2,mF = 2〉 ???????????????????????????
[147]?|mF = −1〉 ?????? |mF = 2〉 ?????????????????????????
????????????????????????????? |mF = −1〉 ??????????
???? |mF = 2〉 ????????????? |mF = −1〉 ????????????????
(sympathetic cooling) ?????????2??? BEC???????? (??? 87Rb ????
?? 2?????????????????????????????????????????
[148, 149])????JILA?????????87Rb? |F = 1,mF = −1〉 ??? BEC???????
2??????????????????? |F = 2,mF = 1〉 ??????????? 2?? BEC
?????? [150, 151]??????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
????????????????????????? 2???????????????????
???????????????????2?????????????????????????
[152, 153]?????????????????????? [41, 154] ????????
???MIT???????????????????????????????????????
?????????????????????????????? BEC????????? [155]?
?????????????????????????? (???????) ??????????
????????????????????????????????????? (??) ????
??????????????????????? (??) ??????????????????
???????????????????????? F = 1 ??? 23Na ?????mF = 0,±1 ?
???????? 3??? BEC??????????????????????????????
?????? |mF = 0,±1〉 ??????????????????????????????BEC
????????????????? mF = 0↔ mF = ±1 ?????????????????
????????????????????????????????????????????
[156, 157, 158]?MIT????????? BEC???????????????????????
????????????????????????????????????????? 87Rb?
?? F = 1 ? BEC????????? [159]??????? F = 2 ?????????????
???mF = 0,±1,±2 ??????????? 2? BEC???????? [160, 161, 162]?
?? LENS?????????87Rb??? 41K??? BEC????????????????
?? [163]???? Rb?????????????K??? Rb???????????????
????????????? [164]?BEC??????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
???????????
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5.2 2??Bose-Einstein????????
5.2.1 ??????
???2?? BEC????????????????????? [165]????????????
1?2???????????????? Ψ1?Ψ2 ?????? 2?? BEC?????1? 2? 5.1
?????????????????????????????????????????????
????????????????????????????1?? BEC???????????
? (2.30) ?? 2??????????
E[Ψ1,Ψ2] =
∫
dr
(
h¯2
2m1
|∇Ψ1|2 + h¯
2
2m2
|∇Ψ2|2 + V 1ext(r)|Ψ1|2 + V 2ext(r)|Ψ2|2 +
g1
2
|Ψ1|4
+
g2
2
|Ψ2|4 + g12|Ψ1|2|Ψ2|2
)
(5.1)
??????? mi ???? i ???????????????????? V iext ????????
????????????????????????????????? 1? 2????????
??????? |Fi,mFi〉 ???? 2?? BEC???????????????? |B(r)| ????
?????????
V iext(r) = µBGimFi|B(r)| ' µBGimFi
{
B0 +
1
2
(Kxx2 +Kyy2 +Kzz2)
}
= V 0i +
1
2
mi(ω2ixx
2 + ω2iyy
2 + ω2izz
2), i = 1, 2 (5.2)
??????????????µB ?Bohr???Gi ? i?????? g-?????? ωik (k = x, y, z)
??????????????????
miω
2
ik = µBGimFiKk (5.3)
???????????? V 0i = µBGimFiB0 ????GimFi ????????? BEC????
?????????????????? (??????????????????????????
???Zeeman?????????????????? [147, 152])?(5.1) ?????gi ???? i
???????????? ( i = 1, 2 )???? g12 ???? 1? 2??????????????
???????????? s???? a1?a2?a12 ????
gi =
4pih¯2ai
mi
(5.4)
g12 =
2pih¯2a12
m12
(5.5)
????????? m−112 = m
−1
1 +m
−1
2 ?????????(5.1) ??????????? Ψi ??
???????????????????? 2?? GP???
− h¯
2
2m1
∇2Ψ1 + V 1ext(r)Ψ1 + g1|Ψ1|2Ψ1 + g12|Ψ2|2Ψ1 = µ1Ψ1 (5.6)
− h¯
2
2m2
∇2Ψ2 + V 2ext(r)Ψ2 + g2|Ψ2|2Ψ2 + g12|Ψ1|2Ψ2 = µ2Ψ2 (5.7)
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????????????????????????????? µi ?
∫
dr|Ψi|2 = Ni ?????
??????? Ni ? i ?????????????????????2???????? g12 ??
??????????????????????????????? 1?????????????
???????????????
5.2.2 ???????
2??BEC???????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
[166, 167]?2?? BEC??? V ?????????????????? (????? V iext = 0)?
????????? 2???????????????????????????????????
????????????????????????????????????????????
??????????? n(0)i = |Ψi|2 = Ni/V ?????????????????????(5.6)
??(5.7) ???????????????????????????
µ1 = g1n
(0)
1 + g12n
(0)
2 (5.8)
µ2 = g2n
(0)
2 + g12n
(0)
1 (5.9)
????????????????? (5.1) ????
Emix =
1
2
[
g1
N21
V
+ g2
N22
V
+ 2g12
N1N2
V
]
(5.10)
?????? 2????????????????????i ????????????? Vi ??
?????? |Ψi|2 = n(0)i = Ni/Vi ??????????????? 2?????????????
???????
Esep =
1
2
[
g1
(
N21
V1
)
+ g2
(
N22
V2
)]
(5.11)
??????? V1 + V2 = V ???? V1 ???? V2 ????????????????????
??????????
V1 =
V
1 +
√
g2/g1(N2/N1)
, V2 =
V
1 +
√
g1/g2(N1/N2)
(5.12)
???????????????
n
(0)
1 =
(
1 +
√
g2
g1
N2
N1
)
N1
V
, n
(0)
2 =
g1
g2
n
(0)
1 (5.13)
???????????????????? (5.6)?(5.7)?(5.13) ???
µi = gin
(0)
i , µ1n
(0)
1 = µ2n
(0)
2 (5.14)
??????? (5.11) ?? V ???????????????
Esep =
1
2
[
g1
N21
V
+ g2
N22
V
+ 2
√
g1g2
N1N2
V
]
(5.15)
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??????????????????????????????????
∆E = Esep − Emix = (√g1g2 − g12)N1N2
V
= (1− δg)√g1g2N1N2
V
(5.16)
????????
δg =
g12√
g1g2
(5.17)
?????????????? δg < 1???Esep > Emix ??????????????????
?????????δg > 1???Esep < Emix ???????????????????????
???
???????????? 2?? BEC?????????????????????????
??? [7, 165, 166, 167, 168, 169, 170, 171, 172, 173, 174, 175, 176, 177]???????????
????????????????????????????????????????????
?????????????????????????? Thomas-Fermi????????????
????????????? [126, 166, 175, 176, 177]????2???????????????
n
(0)
1 (r) 6= 0 ?? n(0)2 (r) 6= 0 ??????? r ??????????(5.6) ?? (5.7) ??????
???????????????
n
(0)
1 (r) =
g2µ1 − g12µ2 − g2V 1ext + g12V 2ext
g1g2 − g212
=
1
g1Γ12
{
µ1 − g12
g2
µ2 − Γ2V 1ext(r)
}
, (5.18)
n
(0)
2 (r) =
g1µ2 − g12µ1 − g1V 2ext + g12V 1ext
g1g2 − g212
=
1
g2Γ12
{
µ2 − g12
g1
µ1 − Γ1V 2ext(r)
}
(5.19)
??????????????????????
Γ12 ≡ 1− m1 +m24m12
a212
a1a2
= 1− δ2g , (5.20)
Γ1 ≡ 1− m12m12
a12
a1
, (5.21)
Γ2 ≡ 1− m22m12
a12
a2
(5.22)
??????(5.18) ?? (5.19) ??????????????????????????????
?????????????? Γ12 ???????????????µ1 − g12µ2/g2 −Γ2V 1ext(r) > 0
?? µ2 − g12µ1/g1 − Γ1V 2ext(r) > 0 ???????????????????????????
???????? n(0)1 (r) ≤ 0 ????????n(0)2 (r) ? (5.19) ??????n(0)1 (r) = 0 ???
???? Thomas-Fermi?? n(0)2 (r) = (µ2 − V 2ext)/g2 ???????????????????
??? 1? 2????? (5.19) ??????????????????? µ1 ? µ2 ??????∫
drn(0)i = Ni ??????????????????????? [165]?
(5.18) ?? (5.19) ????2?? BEC???????????????????? Γ1?Γ2?Γ12
??????????????? [175]??????? 5.1 ?????Γ12 > 0 ??????(a)?(c)?
(d) ? 3??????Γ1 ? Γ2 ???????? 2?????????????????Γ1 ? Γ2
? (5.18) ? (5.19) ???????x2?y2?z2 ???????????????????????
??????????????(a) ? Γ1 > 0 ? Γ2 > 0 ???????????????????
?????????????(c)?(d) ? Γ1???? Γ2 ???????????????????
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? 5.1: 2?? BEC????????????? Γ12?Γ1?Γ2 ??????????
Γ12 Γ1 Γ2
(a) + + +
(b) - - -
(c) + - +
(d) + + -
(e) - + -
(f) - - +
????????????????? (5.18) ?? (5.19) ???????????????????
??????????(b)?(e)?(f) ? Γ12 < 0 (δg > 0) ??? (5.18) ?? (5.19) ????????
????? 2????????????Thomas-Fermi???????????????????
??2?????????????????????????????n(0)1 (r) 6= 0 ?? n(0)2 (r) = 0
????????? n(0)1 (r) = 0 ?? n
(0)
2 (r) 6= 0 ?????????????????????
n
(0)
i (r) = (µi − V iext)/gi ???????
Thomas-Fermi???? Γ12 < 0 (? 5.1) ?????????????????????????
??????????????? Thomas-Fermi??????????????????????
?????????????????Pu? Bigelow??????????????????? 87Rb
? 23Na??????? 2?? BEC??????????????? [169]?a12 ????????
????????????????? Ho? Shenoy???? Thomas-Fermi??????????
?????????????N1 = N2 ?????????? 5.1(a) ?????????????
???????????? Rb? BEC????????Na? BEC?????????????-
?????????????????????O¨hberg? Stenholm?????????? GP??
???????2??????? 5.1(b) ??????????????????????????
?????????????????????????? [170]??? Esry? Greene????(a)
???????????? (b) ????????????????????? 3?? GP ????
????????????????????? a12 ?????????????????????
?? [172]?O¨hberg???????????????????????????????????
???????????????? [174]?
?????? 2?? BEC?????????????????1??????????????
????????????????????????????????? 2?? BEC??? s?
???????????????????? 5.2 ??????????????? 2?? BEC?
?????????? JILA? LENS? 87Rb?????????????? [151, 179]?JILA?
????? 87Rb??? |F = 1,mF = −1〉?|F = 2,mF = 1〉 ? 2 ?? BEC ? a1 = 5.67nm?
a2 = 5.34nm?a12 = 5.50nm ? s??????????? [151]?? 5.1 ? (d) ?????????
????? (5.6) ?? (5.7) ????????????????? 5.2 ????a1 > a2 ??????
Ψ1 ???????????Ψ2 ???????????????????????????????
???????????Γ1 > 0 ?? Γ2 < 0 ??? Thomas-Fermi???????????????
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Rb
Na
Na
Rb
(a) (b)|Ψ|2 |Ψ|2
y
x
-6
6
-6
6 y
-6
6
-6
x
6
0
0.1
0
0.1
? 5.1: ??????????? V iext =
1
2miω
2
⊥ir
2 ?? 2?? BEC??????????? 2?
? GP??? (5.6)?(5.7) ??????????z = 0 ?????? n(0)i (x, y, 0) ???????
87Rb-23Na????????????????? [178] ????????????N1 = N2 = 1000?
ω1 = 180× 2piHz?ω2 = 350× 2piHz?a1 = 5.77nm?a2 = 2.75nm?a12 = 9.5nm?(a) ?????
???????? (SPS) ??(b) ?????? (SBS)???? (b) ????????????
? 5.2: ??????????????? 2?? BEC???????? 5.1 ????Thomas-Fermi
??????????????????????????
Group component1 component2 a1 a2 a12 type of solution
JILA [151] 87Rb |1,−1〉 87Rb |2, 1〉 5.67 nm 5.34 nm 5.50 nm (d)
LENS [179] 87Rb |2, 1〉 87Rb |2, 2〉 5.02 nm 5.24 nm 5.24 nm (b)
MIT [157] 23Na |1, 1〉 23Na |1, 0〉 2.75 nm 2.65 nm 2.75 nm (b)
MIT [157] 23Na |1,−1〉 23Na |1, 1〉 2.75 nm 2.75 nm 2.55 nm (a)
MIT [160] 23Na |1,−1〉 23Na |2,−2〉 2.80 nm ? nm ? nm (b) ?
LENS [163] 87Rb |2, 2〉 41K |2, 2〉 5.24 nm 3.18 nm 8.63 nm (b)
66
Γ12 ∼ 10−3 > 0 ??????Ψ1 ???? Ψ2 ????????????????????????
????????????????????????????MIT??????????????
????????? 2????????????????????????????23Na? |1,−1〉
??? BEC??????????|1, 0〉 ? |1, 1〉 ? 2???????? [156]??????????
????????F = 1 ??? F = 2 ????????????????????????????
|F = 1,mF = 0〉 → |F = 2,mF = 0〉????????? |F = 1,mF = 0〉 → |F = 2,mF = 0〉??
????????????????|F = 1,mF = 0〉????????? |F = 1,mF = ±1〉????
???????????????????1+(−1)→ 0?????????????|F = 1,mF = ±1〉
? 2??????????????????? [180]?????? 5.1(a) ???????????
? 2?? BEC??????? 23Na? |F = 1,mF = −1〉 ? |F = 2,mF = −2〉 ???????
????????????????????????? [160]?LENS?????? 41K? 87Rb?
BEC?????????????? [163]?????Feshbach????????????????
???????????? [181, 182]??????????????????? 2????????
?????
0
0.001
0.002
0.003
0.004
0.005
0.006
-10 -5 0 5 10
x
|Ψ
1
|2
|Ψ
2
|2
(a)
(b)
(c)|Ψ1|2 |Ψ2|2
|Ψ2|2
|Ψ1|2
? 5.2: (a) 87Rb? |F = 1,mF = −1〉? |F = 2,mF = 1〉? 2??BEC?GP??? (5.6)?(5.7)?
?????????? y = 0?????? n(0)i (x, 0, z)?(b)? x?????????????????
???? a1 = 5.67nm?a2 = 5.34nm?a12 = 5.50nm??????????? V iext =
m
2 ω
2
⊥(r
2+λ2z2)
????? ω⊥ = 2pi × 47/λ?λ = ωz/ω⊥ =
√
8 ????? N1 = N2 = 2.5 × 105????
ah =
√
h¯/mω⊥ ?????????????????????????????????(c) ??
[151] ?????? Time-of-flight??????????????
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5.3 2??Bose-Einstein??????????????????
????????????????
???????2???BEC??????????????????????? 2??BEC??
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
?????????? 2??BEC?????????????????????????????2
?? BEC??????????????????? [183, 184] ????????? [178, 185, 186]
?????????????????????????????????????????????
?????2???????????????????Thomas-Fermi?????????????
????????????GP???????????????????????????????
?????? 1???????????????????5.3.2? 2??????????????
???????????5.3.3 ????????? 2?????????????????????
???????????????????? 5.3.4 ??????
5.3.1 1??BEC????????
????????????????????????????????????? BEC????
??????????????????????????????????? [30, 31] ??????
??????????????? [11, 12, 13] ?1??? BEC????????????????
? GP?????????????????????????Thomas-Fermi ??????? 3.3.1
????????GP?????????????????
∂n
∂t
= −∇ · (nvs) (5.23)
−m∂vs
∂t
= ∇(Vext − µ+ gn+ 12mv
2
s) (5.24)
????????Vext = m(ω2xx+ ω2yy + ω2zz)/2 ????(5.23) ?? (5.24) ??????????
n(r, t) = n(0)(r) + δn(r, t)?vs(r, t) = δvs(r, t) ???????
∂2n(r, t)
∂t2
=
g
m
∇ · (n(0)(r)∇δn(r, t)) (5.25)
????????????????????????n(0)(r) ? Thomas-Fermi?? (2.35) ????
???????? Cartesian?? (x, y, z) ? n ???????????????? [13]?????
n = 1 ????
δn(1)(r, t) = p0(t)− px(t)x− py(t)y − pz(t)z (5.26)
??????????????????? (????????) ??????? (5.25) ??????
??????????? p0 ???????3??????????? d2pi/dt2 = −ω2i pi?(i = x, y, z)
?????????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????????
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???????????????????????????????? Kohn?????????
[187]??? n = 2 ?????
δn(2) = p0(t)− px(t)x2 − py(t)y2 − pz(t)z2 − pxy(t)xy − pyz(t)yz − pzx(t)zx (5.27)
?? 6????????????????????? X = (px, py, pz, pxy, pyz, pzx) ????????
d2X/dt2 = −M ·X ????6× 6 ???M ?????? (px, py, pz) ?????? (pxy, pyz, pzx)
?????
M =
(
MQ 0
0 MS
)
(5.28)
????????????? 3×3??MQ ????????????px?py?pz ?????????
???? 3?????????????????????????????? Vext = mω2⊥(r
2+λz2)/2
???????????????????????????????? m ???????????
??? m = 2 ???? m = 0 ??? 2???????????????? (? 5.3)?m = 2 ? x-y
????????????m = 0 ??????????? x ?? ? z ????????????
???x ??? y ????????????????????? m = 0 ????????????
???????????????????????????????????????
Ω2m=2 = 2, Ω
2
m=0 =
1
2
(4 + 3λ2 ±
√
9λ4 − 16λ2 + 16) (5.29)
??????????????????????????????????????????? pxy?
pyz?pzx ??????? MS ??????????????2.2 ???????????????
[39, 64]?xy?yz?zx ??????????????? 3???????????????????
???????xy-???????? m = 2 ?????????????? [60]?
  m=2 
x
y
z
     m=0 
low-lying
     m=0 
high-lying
? 5.3: ????????? BEC??????????????
????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????BEC?????
??? GP???????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
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??????????BEC?????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
??????????Hechenblaikner?? 1??? BEC???? 2?????????? 2??
m = 0 ???????????????????????????????????? λ = ωz/ω⊥
????????? [188]???????????????????? [189, 190]????????
??????????????????? [191] ??????zx ???????????????
????? xy ??????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
?????? Believ??????????????????????? [190, 192]?
5.3.2 2??BEC?????????????????????
????????????2????????????1??????????2?? BEC???
?????????????????????2?? BEC??????????????????
????????????????? [151, 179]?2?????????????????????
??????????2??????????????????????????????Sinatra
??????? 2??GP?????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
??? [109]?
???????????????????????????????????????????
??????????????????????? [6]?????????? 2?? BEC????
????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
????????????????????????????? [193, 194]?????? 2????
??????????2?? BEC?????????????????????????????
?????????????????
2?? BEC???????????????? 2?? GP???
ih¯
∂Ψ1
∂t
= − h¯
2
2m1
∇2Ψ1 + V 1ext(r)Ψ1 + g1|Ψ1|2Ψ1 + g12|Ψ2|2Ψ1 (5.30)
ih¯
∂Ψ2
∂t
= − h¯
2
2m2
∇2Ψ2 + V 2ext(r)Ψ2 + g2|Ψ2|2Ψ2 + g12|Ψ1|2Ψ2 (5.31)
?????????????????? (5.2) ??????G1mF1 = G2mF2 ??????????
??? V 0i = µBGimFiB0 ????????????????????????????????
???????????????? [151]?s?????????????????????????
???????? Ψi(r, t) =
√
ni(r, t)eiθi(r,t)−iµit ????????????? ni(r, t) ????
vi = (h¯/mi)∇θi ????????????????(5.30) ?? (5.31) ????
∂n1
∂t
= −∇ · (n1v1), (5.32)
∂n2
∂t
= −∇ · (n2v2), (5.33)
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?m1
∂v1
∂t
= −∇
(
h¯2
2m1
∇2√n1√
n1
+ V1 − µ1 + g1n1 + g12n2 + 12m1v
2
1
)
, (5.34)
m2
∂v2
∂t
= −∇
(
h¯2
2m2
∇2√n2√
n2
+ V2 − µ2 + g2n2 + g12n1 + 12m2v
2
2
)
(5.35)
???????????????? µi ? i ?????? Ni =
∫
drni ????????? Lagrange
????????
1??????????????????? (5.32) - (5.35) ?????????? ni = n
(0)
i + δni
? vi = δvi ???????????????????????? 5.2.2 ??????? 2?? BEC
???????????????????????????? BEC????? Thomas-Fermi??
?????????2???????????????????????????????????
????????????? 2?? BEC??????(5.18) ?? (5.19) ???????????
?? n(0)i ??? (????? 5.1 (a) ???)?(5.32) - (5.35) ????????????????
??????????????? 2???????????? Thomas-Fermi??
RTF1k =
√
µ1 − g12µ2/g1
Γ2m1ω21k/2
, RTF2k =
√
µ2 − g12µ1/g2
Γ1m2ω22k/2
, (k = x, y, z) (5.36)
?????????????
RTF2k
RTF1k
=
(
g2
g1
Γ2
Γ1
N2
N1
)1/5
' 1. (5.37)
????????????????????????????Thomas-Fermi??????????
??????????????????????????? mi ? ai ??????????? (5.37)
???? N2/N1 ?????????????????????????????????????
?????
Thomas-Fermi?????? (5.32) - (5.35) ?????????????????????
∂2δn1
∂t2
=
1
m1
∇ · {n(0)1 ∇(g1δn1 + g12δn2)}, (5.38)
∂2δn2
∂t2
=
1
m2
∇ · {n(0)2 ∇(g2δn2 + g12δn1)} (5.39)
????????????????????????????????????? n = 2 ????
δn1(r, t) = p0(t)− px(t)x2 − py(t)y2 − pz(t)z2 − pxy(t)xy − pyz(t)yz − pzx(t)zx, (5.40)
δn2(r, t) = q0(t)− qx(t)x2 − qy(t)y2 − qz(t)z2 − qxy(t)xy − qyz(t)yz − qzx(t)zx (5.41)
?????????????????????????????? px,y,z ? qx,y,z ??????
????????????? pxy,yz,zx ? qxy,yz,zx ????????????? [64, 190, 192]?
???? n(0)i ? (5.18) ?? (5.19) ????????p0 ? q0 ?????????
∫
drδni = 0
??????????????????(5.38) ?? (5.39) ?????????????? X =
(px, qx, py, qy, pz, qz, pxy, qxy, pyz, qyz, pzx, qzx)T ?
d2
dt2
X = −M ·X = −
(
MQ 0
0 MS
)
·X (5.42)
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?????????????????????????????????????????????
???????????????? [190, 192]??? MQ ??
MQ =
1
Γ12

3Γ2ω21x Γ2ω
2
1x Γ2ω
2
1x 3Γ2
u12
u1
ω21x Γ2
u12
u1
ω21x Γ2
u12
u1
ω21x
Γ2ω21y 3Γ2ω
2
1y Γ2ω
2
1y Γ2
u12
u1
ω21y 3Γ2
u12
u1
ω21y Γ2
u12
u1
ω21y
Γ2ω21z Γ2ω
2
1z 3Γ2ω
2
1z Γ2
u12
u1
ω21z Γ2
u12
u1
ω21z 3Γ2
u12
u1
ω21z
3Γ1 u12u2 ω
2
2x Γ1
u12
u2
ω22x Γ1
u12
u2
ω22x 3Γ1ω
2
2x Γ1ω
2
2x Γ1ω
2
2x
Γ1 u12u2 ω
2
2y 3Γ1
u12
u2
ω22y Γ1
u12
u2
ω22y Γ1ω
2
2y 3Γ1ω
2
2y Γ1ω
2
2y
Γ1 u12u2 ω
2
2z Γ1
u12
u2
ω22z 3Γ1
u12
u2
ω22z Γ1ω
2
2z Γ1ω
2
2z 3Γ1ω
2
2z

(5.43)
???????????????????? MS ????
MS =
 Mxy 0 00 Myz 0
0 0 Mzx
 (5.44)
Mjk =
1
Γ12
(
Γ2(ω21j + ω
2
1k) Γ2
u12
u1
(ω21j + ω
2
1k)
Γ1 u12u2 (ω
2
2j + ω
2
2k) Γ1(ω
2
2j + ω
2
2k)
)
(5.45)
????(5.44) ??????????3???????????????????????xy ??
???????????????????????????? Ωxy ? Mxy ??????????
pxy = T1eiΩxyt ? qxy = T2eiΩxyt ? (5.42) ??????????????????????
Ω2xy =
1
2Γ12
[
Γ2(ω21x + ω
2
1y) + Γ1(ω
2
2x + ω
2
2y)±
{
4
u212
u1u2
Γ1Γ2(ω21x + ω
2
1y)(ω
2
2x + ω
2
2y)
+
[
Γ2(ω21x + ω
2
1y)− Γ1(ω22x + ω22y)
]2}1/2]
(5.46)
?????????????????????????????????????1? 2?????
????????m1 = m2 (????(5.3) ??? ω1k = ω2k = ωk) ???(5.46) ??
Ωxy+ =
√
ω2x + ω2y, (5.47)
Ωxy− =
√
ω2x + ω2y
√
δa (5.48)
????????????????
δa =
(a1 − a12)(a2 − a12)
a1a2 − a212
(5.49)
????? 5.1(a) ??????2???????????????????0 < δa ≤ 1 ?????
??? Ωxy− ≤ Ωxy+ ????+ ??? Ωxy+ ??2?????????????????????
?????????????m1 = m2 ????????????? 2?????????????
????????? Kohn????????????????????????− ??? Ωxy− ?
2??????????????2??? 180◦ ?????????????yz ? zx ??????
????????????????????????????????????MQ ??????
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??????????????m1 = m2 ???????????? ωx = ωy/λ = ωz ??????
??????????????
Ω2+
ω2x
=
{
2
2 + 32λ
2 ∓ 12
√
9λ4 − 16λ2 + 16 , (5.50)
Ω2−
ω2x
=
Ω2+
ω2x
δa (5.51)
????
???? 12????????????? 5.4 ?????????? a12/a1 ?????????
??????? 5.5????a12 = 0 ????? 1?????????????a12 6= 0 ?????
???????????????????????? 5.5(a) ? a1 = a2?m1 = m2 ???????
?????????????????Kohn????? a12 ??????????????????
?????? a12 ????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
??????????????????????????? δa ? (5.47) ?? (5.48) ??????
???????????a12/a1 ≥ 1 ??????????? (5.18) ?? (5.19) ?? n(0)i ????
???????1? 2???????????????????????????????????
??????? ((5.3) ????)???????? a12 = 0 ???????m2 = 0.75m1 ????
???? 5.5(b) ????????????????????????? a12 ??????????
??????????????? 5.5(a) ??????????????????????????
??????????
Γ1Γ2 =
(
1− m1
2m12
a12
a1
)(
1− m2
2m12
a12
a2
)
= 0, (5.52)
????????????????m2 = 0.75m1 ??????a12/a1 = 0.856 ?????????
?????? [178] ??????????????????????????a12 ? (5.52) ????
??????????????????????????????????
5.3.3 ???????????????????????????
?????2??????????????????????????????????????
????????GP ??? (5.30) ? (5.31) ????????????????????????
????????????????????????????????????GP???????
?? |Ψ|2 ????????????????????????????????????????
??????????????????????????????????GP?????????
???????????????????????????? (Believ??) ?GP???????
??????????? [190, 191, 192]???????????????????????????
2????????????????? 2?????????????? Ωhigh = 2Ωlow ????
??????????????????????2??????????????????????
???? [188, 189, 190, 191, 192] ?????? 1??????????????????????
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y
z
out-of-phase
x
m=2
m=0 low
m=0 high
zx-scissors
xy-scissors
yz-scissors
in-phase
(I)
(II)
(II)
(I)
(VI)
(V)
(IV)
(III)
(VII) (VIII)
(IX)
(VII)
(IX)
(VIII)
? 5.4: n = 2 ?????????? 2?? BEC?????????????? 1???????
?? 2???????? 5.3 ???????????????????????
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
a
12
/a
1
W/w
x
m=0 high
xy, yz scissors
m=2, zx scissors
m=0 low
(b)
0
1
2
3
4
5
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
W/w
x
a
12
/a
1
m=0-high
xy, yz 
m=2
and xz
m=0-low
(a)
? 5.5: 12???????????????????? a12 ?????????? a1 = a2?λ =
ωy/ωx =
√
8?(a) m1 = m2?(b) m1 = (4/3)m2 ??????????????????????
????????(a) ???????????????????????????????????
???2?????????????? m = 0 ? (?) ??????? (5.51) ???????10 %
(1 %) ????
?????????????????????????????????????????????
????????????????
2??????????????
?????????????????????????????????????????????
?????2???????????????????????????????????? (m1 = m2
?? ω1k = ω2k) ??? 2?? BEC????????????????? (ωx = ωy/λ = ωz) ??
???????????????????(5.47) - (5.48)?? (5.51) ??????????????
???????????????????????
?????????????????????????????? 2????????????
??????????????????? [189] ????????????????? n1(r, t) =
p0(t)− px(t)x2− py(t)y2− pz(t)z2 ? v1(r, t) = ∇{αx(t)x2+αy(t)y2+αz(t)z2} ????????
???? 2?????????? p→ q?α→ β ??????????????????????
(5.32) - (5.35) ????????????????????????? p?q?α?β ???????
??????5.3.2 ????????????????????????????????????
????????
pk =
Γ2m1ω21k
2u1Γ12axayaza2k
, qk =
Γ1m2ω22k
2u2Γ12bxbybzb2k
(5.53)
??????????? ak ? bk (k = x, y, z) ??????????? [189]??????????
???? αk = a˙k/2ak?βk = b˙k/2bk ????????????????
a¨k = ω21k
(
−ak + Γ2Γ12
1
axayazak
+
u12Γ1
u2Γ12
ak
bxbybzb2k
)
, (5.54)
75
b¨k = ω22k
(
−bk + Γ1Γ12
1
bxbybzbk
+
u12Γ2
u1Γ12
bk
axayaza2k
)
(5.55)
????(5.54)?? (5.55)???????????????M′Q ?????????????????
???(5.42)??MQ ?????????????????????????????ak ? bk ?M′Q
??????? ei ????????????????? x =
∑6
i=1 ci(t)ei (x = (ax, ay, az, bx, by, bz))
????(5.54) ?? (5.55) ????????????????? ci(t) ?????????????
?????
ci ??????????????????????????????ci(t) ? 2????????
???????? ci ?????????????
c¨i = −Ω2i ci +
∑
j,k
γjkcjck (5.56)
????????? Ωi ????????????i??? ? j?????? 2?????????
?? Ωi ' 2Ωj ?????γjjc2j (i 6= j) ?????????????????????????? 1
???????? (a12 = 0) ?λ =
√
16/7 ? m = 2 ???? 2????? m = 0 ???????
????????λ = (5
√
5±√29)/6√2 ? m = 0 ?????????? 2????? m = 0 ??
???????????????????? [189]?m1 = m2 ??? 2?? BEC????????
???????? 1??????????????λ?????????????????????
???????????????????????????????
? 5.3 ?? 5.4 ??????????????????? 2????????????????
?????????? (5.51) ??????? Ωi = 2Ωj ????????????????????
λ ?????????? δa ??????? 5.3 ????? ? 5.6 ?????λ > 0 ?? 0 < δa ≤ 1
????????????????? 5.3 ??????????????δa ??????????
??????(III) ? (VI) ?????? m = 0 ???????????????????????
?????????δa = 0.25 ??????? λ ??????????? 2?? BEC??? 2??
????????????????????????m = 2 ???? m = 0 ??????????
?????????????? γjjc2j ???????????????????????? (???
?? m1 6= m2 ???????? m = 0 ???????????????????????) ?
??????????????????????
????????????????????????????????????????????
?????(5.53) ????????????????????????????????????
?????????? Ψi(r, t) = e−iµit/h¯[Ψig(r) + ui(r)e−iΩit + v∗i (r)e
iΩit] ??????????
???????? ui(r) ? vi(r) ????????????2?????????????????
?????????????????????
∫
drΨig(r)u∗low(r)
2uhigh(r) [190, 192] ??????
???????????????????????? ui(r) ∝ xy, yz, zx ????????????
?????????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????????
????????????????????
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? 5.3: ?? m1 = m2 ?????????????????? 2?? BEC??????????
?????????????? 2?????????????????????????????
???IP ? OP ????? “in-phase” ? “out-of-phase” ??????
second-harmonic process aspect ratio λ = ωy/ωx
range of δa
(I) m = 2 or zx-scissors, OP λ = 4
√
δa(1−2δa)
5−12δa
→ m = 0 - low, IP 0 < δa < 5/12
(II) m = 2 or zx-scissors, OP λ = 4
√
δa(1−2δa)
5−12δa
→ m = 0 - high, IP 1/2 < δa < 1
(III) m = 0-high, OP λ = arbitrary
→ m = 0 - high, IP δa = 0.25
(IV) m = 0 - high, OP λ =
√
80δa2−8δa+5±√5(1+4δa)√5−56δa+80δa2
6
√
δa
→ m = 0 - low, IP 0 < δa < 7−2
√
6
20
(V) m = 0 - low, OP λ =
√
80δa2−8δa+5±√5(1+4δa)√5−56δa+80δa2
6
√
δa
→ m = 0 - high, IP 7+2
√
6
20 < δa < 1
(VI) m = 0-low, OP λ = arbitrary
→ m = 0 - low, IP δa = 0.25
(VII) xy, yz-scissors, OP λ =
√
1−2δa
2δa
→ m = 2, IP 0 < δa < 12
(VIII) xy, yz-scissors, OP λ = 12
√
16δa2−14δa+5±√164δa2−140δa+25
δa(3−4δa)
→ m = 0 - low, IP 0 < δa < 5(7−2
√
2)
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(IX) xy, yz-scissors, OP λ = 12
√
16δa2−14δa+5±√164δa2−140δa+25
δa(3−4δa)
→ m = 0 - high, IP 5(7+2
√
2)
82 < δa <
{ 3
4 for(+)
1 for(−)
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(V)
+
(V)
-
ad
(a)
? 5.6: ? 5.3 ??????? m1 = m2 ?????????????????? 2?? BEC??
?????????????????????? 2???????? λ-δa ??????????2
????????????????????? (a)??????????????????????
?????? (b) ?????
zx-???????? m = 2 ???????????????????????????? 2?
??????????????????????????? xy- ? yz-????????????
???????????????????????????? xy?yz ?????????????
?????????????????????????????? Ωi = 2Ωj ??????????
??????????????xy?yz ???????????????????? 5.3?????
5.4 ?? 5.6(b) ? (VII)?(VIII)?(IX) ???????2??????????????????
???????????
?????????2 ?????????????2 ???????????????????
????????????????????????????????????????????
δn1 = p0(t)− pxy(t)xy − pyz(t)yz − pzx(t)zx ? δv1 = −∇{αxy(t)xy + αyz(t)yz + αzx(t)zx} ??
(5.32) - (5.35) ???????????
p˙xy = −2(p(0)x + p(0)y )αxy − pzxαyz − pyzαzx, (5.57)
p˙yz = −2(p(0)y + p(0)z )αyz − pxyαzx − pzxαxy, (5.58)
p˙zx = −2(p(0)z + p(0)x )αzx − pyzαxy − pxyαyz, (5.59)
α˙xy =
u1
m1
pxy +
u12
m1
qxy − αyzαzx, (5.60)
α˙yz =
u1
m1
pyz +
u12
m1
qyz − αzxαxy, (5.61)
α˙zx =
u1
m1
pzx +
u12
m1
qzx − αxyαyz, (5.62)
???????????? 1 ? 2 ??(p, α) ? (q, β) ?????????? 2?????????
??????? p(0)x,y,z ? q
(0)
x,y,z ? (5.18) ?? (5.19) ?????????????????????
??????????????????????????????????? xy ????????
78
???????????? xy?yz?zx ???????????????????????????
????????? 1??? BEC???? Al Kawaja ? Stoof ???????????????
? [192]?????????????????????????
5.3.4 ????????????
???????????????????????????GP??? (5.30) ? (5.31) ????
???????? 2?? BEC??????????????????????a1 = a2?m1 = m2
???a12 ? λ = ωy/ωx ???????????2?????????????????????
??????????????????????2??? 2?? BEC???? Thomas-Fermi??
??????? 6??????????????? a12 = 0 ?????????? Ω2xy/ω2x = 1+λ2
??? xy-???????? Ω2∓/ω2x = (3+3λ2∓
√
9λ4 − 14λ2 + 9)/2 ??? 2?????????
???????? 5.3.2 ???? 3?????? m = 0 ??- ? ?-??????????????
??????????? (5.49) ???????? δa ????????????????????
a12 ?????????????????????? 2?? BEC????? (5.30) ?? (5.31) ?
?????????????????????????????????????????????
??????????????? [39] ??????????? 104 ??????????????
ωy/ωx =
√
8 ????
???5.3.2 ?????Thomas-Fermi???????????????????????????
???????????????????? θi(x, y) ?????? xy-????????????
??? θi(x, y) = ²ixy?m = 0 ?????????????????? θi(x, y) = ²i(x2 + q±y2)
(q± = (−3 + 3λ2 ±
√
9− 14λ2 + 9λ4)/2 ) ????? [189]?????? ²i = 0.005 ??????
??????????? ²1 = (−)²2 ??????????????????????? 〈x2〉1,2?
〈y2〉1,2???????????????? 〈xy〉1,2 ??????????????????????
?????????????????????????????????? a12 ?????????
??3???????????? 5.5 ????????????????????????????
??????????????? a12/a1 ? 1????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
?? Thomas-Fermi???????????????
????????????? 2??????????????????????????????
?????????????????????????? 2?????????????????
?????????????? 2????? 5.7 ?? 5.8 ????? 5.7 ????? m = 0 ??
?????????????????? λ =
√
8?δa = 0.20 (a12/a1 = 0.665) ?????????
??????????????????????? 〈x2〉1 (〈x2〉2) ? 〈y2〉1 (〈y2〉2) ???????
??〈x2〉1 (〈y2〉1) ? 〈x2〉2 (〈y2〉2) ??????????????????????〈x2〉1 (〈x2〉2) ?
〈y2〉1 (〈y2〉2) ????????????〈x2〉1 ? 〈x2〉2???? 〈y2〉1 ? 〈y2〉2 ?????????
???????????????????????? 5.3 ? (VI) ???????????????
??? 5.3 (VI) ????? δa = 0.25 (a12/a1 = 0.60) ???????????????????
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?? 5.7 ????????????????????? Thomas-Fermi????? δa = 0.25 ??
δa = 0.2 ????????????????????????????????????????
???????????????????????????????????? Fermi-Pasta-Ulam
????????????????? [107]??????????? BEC???????????
?? 3.3.3 ?????
???? 5.3 ? (IX) ????????? xy-????????????? m = 0 ??????
????????????? 5.8 ?????? 5.8(a) ? λ =
√
8?δa = 0.613 (a12/a1 = 0.24) ??
??? 1??????? 〈xy〉1?〈x2〉1− 〈x2〉(0)1 ?〈y2〉1− 〈y2〉(0)1 ?????????????? (?
???〈〉(0) ???????)?? 5.8(b) ???????????????? 〈xy〉1 ???????
???????? 〈x2〉1 ? 〈y2〉1 ?????????????????????????????
?????????? 2?????????????????????? xy-??????????
?????????2???????????????????????????????????
????????????????????????????????????????????
???
5.4 2??Bose-Einstein??????????????????
??????
???????????? 2?? BEC????????5.2.2 ???????????????
????????????????? (Symmetry-preserving state: ???SPS???) ?????
????? (Symmetry-breaking state: ???SBS???) ??????????????????
????????????????????????? BEC????????????? SPS?
SBS??????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????????
??????? BEC??????????????????? BEC??? [29]????????
????????????????????????????????????????????
?????????????? BEC?????????????? BEC???????????
?????????????????? [195, 196, 197]?????????? 2?? BEC????
??????????????????????????????????????5.4.1?? 2?
? GP???????????????? 2?? BEC????????????????????
?????????????????????????????????????????? 5.4.2
?????????????????5.4.3?????????????????????????
????????????? [198] ??????? [7]?
80
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? 5.7: (a) 〈x2〉1 ? 〈x2〉2 (b) 〈y2〉1 ? 〈y2〉2 ?????????????? 5.3(VI) ??????
???????????????? a12/a1 = 0.665?λ =
√
8???????? ² = 0.05 ?????
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?????????〈〉(0) ????????(b) ? (a) ??? [0, 40] ??????????????
??????? a12/a1 = 0.24?λ =
√
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5.4.1 ?????
???????????????????
V iext(r) =
1
2
miω
2
i x
2 +
1
2
miω
2
i⊥(y
2 + z2), i = 1, 2 (5.63)
???????? 2?? BEC???????? ωi⊥ À ωi ??????????????????
?????????????????????????????????????????????
?? h¯ω⊥ ????????????????????????????????????????
???????????????Ψi(r, t) = ψi(x, t)ψi⊥(y, z) ??????? 3?????????
?? (5.1) ???????y?z????????????
E[ψ1, ψ2] =
∫
dx
[∑
i=1,2
(
h¯2
2mi
∣∣∣∣dψidx
∣∣∣∣2 + (12miω2i x2 − µi
)
|ψ|2i
)
+
1
2
U11|ψ1|4 + 12U22|ψ2|
4
+U12|ψ1|2|ψ2|2
]
(5.64)
????? (???????????????????????????????????????
? µi ?????)???????????????????
Uii = gi
∫
dydz|ψi⊥|4 = gi2pib2i⊥
, (5.65)
U12 = g12
∫
dydz|ψ1⊥|2|ψ2⊥|2 = g12
pi(b21⊥ + b
2
2⊥)
(5.66)
?????????????????? 2??????????????????????????
??b2i⊥ = h¯/miωi⊥ ???????????? (5.64) ??? 2?? BEC?????? GP???
µ1ψ1 =
(
− h¯
2
2m1
∂2
∂x2
+
1
2
m1ω
2
1x
2 + U11|ψ1|2 + U12|ψ2|2
)
ψ1, (5.67)
µ2ψ2 =
(
− h¯
2
2m2
∂2
∂x2
+
1
2
m2ω
2
2x
2 + U22|ψ2|2 + U12|ψ1|2
)
ψ2 (5.68)
???????????????????? 1??????????????
∫
dx|ψi(x)|2 = N1Di
????????
?????????????????JILA???????? 2??? 87Rb?????????
?????????? 2?? BEC??? [151]?m1 = m2 = mRb = 1.45 × 10−25kg?a1 = 5.36?
a2 = 5.66 ????????????????????? ω1 = ω2 = ω = 90× 2pi Hz??????
?? ω⊥/ω = 30 ?????????????????????????????????????
b =
√
h¯/m12ω??????? ω−1?????????? h¯ω ?????????????????
?????????????????˜???????????????????????????
???????? U˜11 = 0.2010 ? U˜22 = 0.2123 ??????????? N1D1 = N1D2 = N ???
???????? U˜12 ??????????????????????
?????????? (5.67)?? (5.68)??????????? 5.9????? 5.9 (a)? (b)?
??????????????? U12 ???????????????????? 5.2.2 ?????
Thomas-Fermi???????????U˜12 < U˜11 < U˜22 ????? 5.1 (a)???????????
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????????? 5.9 (a) ????????????????????????U˜11 < U˜12 < U˜22?
??
√
U˜11U˜22 > U˜12 ????? 5.1 ? (d) ??????? 2 ???????????????
?????? 5.9 (b) ???? x ????????????????????????????
????? U11 < U22 ??????? 2??????????????????????????
U˜12 >
√
U˜11U˜22 ????????? ? 5.9 (c) (d) ?????????????????????
??? 5.9 (c) ????????????????? 1????????? 2???????????
???????????????????????????????????????? 5.9 (d) ?
??(c) ????????????? 1? 2?????????????????????????
??????????????????????????????? 5.9 (c) ?????SPS???
??? 5.9 (d) ??SBS????????? 5.9 (c) ? (d) ??????????????????
? (c) ? SPS????????? (d) ? SBS? N = 2000?U˜12 = 0.2438 ??????????
???
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? 5.9: 2?? GP????(5.67) ?? (5.68) ????????? 1???? 2?????????
????????? ψi = ψ˜i/
√
Ni ????????1??????????????SPS (c) ??
?????? 87.4261 h¯ωN , SBS (d) ? 87.5514 h¯ωN ????
? 5.10(a) ????????? N -U˜12 ????????????????????????
??? (? 5.9 (a) (b))??????????????? (? 5.9 (c) (d)) ??????? 2 ??
???????????????? Thomas-Fermi???????????(5.20) ???????
U˜12 =
√
U˜11U˜22 = 0.2066 ?????????????????????? 5.2.2 ? (a) ? (d) ??
????? U˜12 = 0.2010 ??????????? (? 5.9 (a)? (b) ???)??????????
???? Thomas-Fermi????????????????????????? N ?? U˜12 ??
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? 5.10: (a) ????? N − U˜12 ???????????????????????? 1? 2??
??????????????????????????????(B) ? SBS, (P) ? SPS???
????????????? SPS? SBS??????????????????????????
(Bp), (bP) ???????????????(b) ???? (*) ?????????????????
????????????????????
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??????????????????????????? 5.9 (c) ? (d) ? 2?????????
??????SBS??????? SPS???????????????????????????
??????????? (B) ?? SBS??????????????????? (P) ?? SPS?
???????????? 5.10 ?????U˜12 ?????(*) ?????????????????
?????????????????????? 5.10(b) ???????????????????
???????????????????? (B) ????????????? SBS???????
?? SBS??? 5.9(d) ???? 1? 2?????????????????????????SBS
??????????????????? N ??????? (Bp) ?????? 5.10(b) ????
SPS??????????????????????? SPS?? SBS????????? SPS?
???????????? N ?????????????? (bP) ??????????? SPS?
SBS??????????????????? (P) ??????SPS??????????SBS?
????????
???????????????????????? 1? 2????????????????
?????????????????????????????????????????????
???? (5.64)??
∫
dx(
∑
i h¯|∇ψi|2/2mi + U12|ψ1|2|ψ2|2) ??????????????? SBS
?????????????? 1??SPS? 2????????????N ??????????
???? 1???? SBS???????????????????? N ????????????
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
SPS?????????????????????????????????? U˜12 ??????
?????????????????????????? (B) ? U12 ????????????
?????????????????????? E ????????????????????
????????????????????????????????????????? [199] ?
?????????????????????????? 5.10(a) ? (Bp) ? (B)?(bP) ? (P) ?
????????
(5.67) ?? (5.68) ??????????? ψi0 ??????????????????????
?? ψi0 ????????????????????????????????????????
? E ? ψi = ψi0 + δψi ????????????????
E[ψ1, ψ2] ' E0 + δE[δψ1, δψ2], (5.69)
δE[δψ1, δψ2] =
1
2
4∑
i,j=1
∫
drηiWijηj (5.70)
?????????η = (η1, η2, η3, η4) ≡ (δψ1, δψ2, δψ∗1 , δψ∗2)??????? W = (Wij)?Hessian
?????????????????????????????? 2???????????W ?
?????????????
W11 =W33 = − h¯
2
2m1
∂2
∂x2
+
1
2
m1ω
2
1x
2 − µ1 + 2U11ψ210 + U12ψ220,
W22 =W44 = − h¯
2
2m2
∂2
∂x2
+
1
2
m2ω
2
1x
2 − µ2 + 2U22ψ220 + U12ψ210,
W12 =W23 =W34 =W41 = U12ψ10ψ20, W13 = U11ψ210, W24 = U22ψ
2
20
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????????? W ??????????????????????????????????
????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????
????????????????????
U†WU =
(
L1 0
0 L2
)
, (5.71)
???????????????U ?????
U =
(
a b
−a b
)
, a =
(
a 0
0 a
)
, b =
(
b 0
0 b
)
, |a|2 = |b|2 = 1
2
(5.72)
??????
L1 =
(
W11 − U11ψ210 0
0 W22 − U22ψ220
)
, (5.73)
L2 =
(
W11 + U11ψ210 2W12
2W21 W22 + U22ψ220
)
(5.74)
????L1 ?????????? Gross-Pitaevskii?????????????????????
? L1 ?????????????????????????????? L2 ??????????
??????????????Law ?? L2?????????? 2?? BEC?????????
???????? [199]?
? 5.11 ?????????? SPS?SBS?????? W ?????????????????
???? N ????????????????????? L1???? L2 ????????(a) ?
SPS?(b) ? SBS????????U˜12 = 0.2438 ?????????? 5.10 ??????????
????? NC ? L2 ????????????????????? 5.11(a) ??????? SPS
????? NC ?????????????????????????????????? 5.11 (b)
???????????????????????????? 3.3.2 ??????????????
?????????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????? SBS?
????????????????????????????????????
5.4.2 ???????
????????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????????
???????????????????????? [198]?Ueda? Leggett??????????
? BEC????????????????????????????? (????????) ??
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????? [195]??????? 2????????
?????????? SBS??? SPS???????????????????????????
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? 5.11: (a) SPS?(b) SBS?????? W ?????????????????????N ??
?????????????U˜12 = 0.2438 ????????? L2, ??? L1 ??????????
?????? NC ???????? (a) ?? NC = 770, (b) ?? NC = 2520 ????
?????????????????????????????????????????????
??????????????????????? 5.10(a) ??? (Bp) ? (bP) ????????
??????????????????????
?????? S ????????
L =
∑
i=1,2
∫
dx
(
ih¯ψ∗i
∂
∂t
ψi
)
− E[ψ1, ψ2] (5.75)
???? S =
∫ Ldt?????????? E ? (5.64) ???????????????????
????????????????? Φ2i = ni ??? θi ???? ψi = Φi(x, t)e
iθi(x,t) ?????
????????? (5.75) ???????
L =
∫
dx
∑
i=1,2
{
h¯
∂ρi
∂t
θi − h¯
2
2mi
Φ2i
(
dθi
dx
)2}
− V (Φi)
 (5.76)
??????? V (Φi) ?
V (Φi) =
∑
i=1,2
[
h¯2
2mi
(
dΦi
dx
)2
+ (V iext − µi)Φ2i
]
+
U11
2
Φ41 +
U22
2
Φ42 + U12Φ
2
1Φ
2
2 (5.77)
?????????????????? Φi???? Φsi = |ψi0|????????????????
????? uin(x)??????????
Φi(x, t) = Φsi (x) +
∑
n
Q˜n(t)uin(x) (n = 1, 2, ...) (5.78)
????????????? ∑
i=1,2
∫
uinuimdx = δnm (5.79)
????????? Q˜n(t)????????????????????????????????∑
n
Q˜2n(t) =
∑
i=1,2
∫
dx (Φi(x, t)− Φsi (x))2 (n = 1, 2, ...) (5.80)
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???????????(5.78) ?? (5.76) ???????????????? Q˜n(t) ??????
???????????????????????????????? vin(x) ????
θi(x, t) =
1
N
∑
n
P˜n(t)vin(x) (5.81)
???????(5.76) ???????
∑
nm
2h¯
P˜m(t)
N
˙˜Qn(t)
∑
i
∫
dxvim(x)Φsi (x)uin(x), (5.82)
??????????(5.78) ????? 2??????????????????????
d
dt
Φ2i ' 2
∑
n
˙˜QnΦ
s
iuin (5.83)
???????????? Qn = bQ˜n/
√
N ?????? Pm = 2h¯P˜m/b????? (b =
√
h¯/m12ω)?
??? (5.82) ????????∑
i
∫
dxvim(x)
Φsi (x)√
N
uin(x) = δmn (5.84)
?????????? (5.84) ????? vin(x) ?????(5.81) ???????????????
???(5.76) ??? 1??
∑
n PnQ˙n ??????? 2??∫
dt
∑
mn
Pm(t)Pn(t)
2Mmn
(5.85)
??????????? Mmn ????
1
Mmn
=
∑
i=1,2
b2
4miN2
∫
(Φsi )
2
(
dvim
dx
dvin
dx
)
dx (5.86)
?????????? 3???????? V (Φi) ????? Qn ???????????????
?????
S '
∫
dt
[∑
n
PnQ˙n −Heff(P,Q)
]
(5.87)
P = (P1, P2, ...),Q = (Q1, Q2, ...)
????????????????
Heff(P,Q) =
∑
mn
PmPn
2Mmn
+ V (Q) (5.88)
????
(5.78) ?? (5.77) ???????????????????? V (Q) ????????????
????
V (Q) =
∫
V (Φsi )dx+
1
2
∑
n
Q˜2n
∑
i,j
uinHijujn + · · ·. (5.89)
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??? Qn ???????????? Φsi ????????????????? Qn ??????
Hessian?? Hij ??????????????? Hij ? (5.74) ?? 2L2 ??????????
?????????? uin ??? L2 ???????????(5.89) ??? 2?????????
V (Q) =
∫
V (Φsi )dx+
1
2
∑
n
Nλ2n
Q2n
b2
+ · · · (5.90)
???????????? λ2n (n = 1, 2, ...) ??? Hij ???????????? (5.90) ?? 1?
???
∫
V (Φsi )dx ???????
5.4.3 ????????????????????
??????????????? 5.10 (a) ??? (Bp) ? (bP) ???????????????
?????????????????????????????????????????????
??????????????????????????????? [198]
Γ =
2
h¯
ImEg (5.91)
???????????? Eg ?????
Z(β) ≡ e−W (β) = tr(e−βH), β = 1
kBT
(5.92)
????
Eg = lim
β→∞
W (β)
β
(5.93)
?????????????????????? (5.87) ???????? (t → −iτ) ?????
???????? SE ?????
Z(β) =
∫
DQ(τ) exp
[
−SE(Q)
h¯
]
(5.94)
???????WKB??????????????????????????? [200]??????
??????????????????????????????????????Euler-Lagrange
??? (δSE/δQ = 0) ??????????????????????? V (Q) ?????? Q(τ)
?????????????????????????????? Q(τ) ? τ = ±∞ ??????
?????????????????????????????????????????????
?????????????? (5.87) ?????????? SB ????
Γ ' A exp
(
−SB
h¯
)
, (5.95)
???????????? A??????????? 2??????????????????(5.87)
????????????????????????????????????????????
?????????????????????????
???????????????? 5.10?? (B) ? (Bp)?(P) ? (bP) ???????????
??????????????? (Bp) ? (bP) ???????????????????????
90
????????? Hessian?? Hij ???????????????????????????
???(Bp) ? (bP) ???????????????????????????????????
????????????????????????????????????????????
τ = 0 ???? (????) ?????????????????? u1 ????????????
????????????? u1 ???? (Bp) (bP) ????????????????????
???????? λ21 ???????????????????????????????????
?????? u1 ?????????????(5.78) ????u1 ???????????? Q1(t)
???????????????????????????????? Q2, Q3, ... ???????
????????????????????????????????? (Q1, Q2, ...) ??????
????????????????????????????????????? Q1(t) ???? 1
?????????(5.87) ?? 1???????
S '
∫ ∞
−∞
dt
(
M
2
(
dQ1
dt
)2
+ V (Q1)
)
(5.96)
??????????? M ? (5.86) ?? (m,n) = (1, 1) ??????? (????? Q2, Q3 ?
???????????????????)?M ? (5.86) ?? vi1 ∼ O(1) ?????M ≡ M11 ∼
(4mRbN2/b2)× (b2/N) ∼ NmRb ??????
V(Q1)
U0
NΛ
1
2
R0 Q1O
d2V
  dQ1
2
 
1
=
Q  =0
DV
Q1
s
? 5.12: (5.97) ??????? Q1 ? 3????????? 1???????????Q1 = 0 ??
?????Q1 = Qs1 ????????? U0 = ∆V ???????? Qs1 ?? 5.13 ???????
?????
?????????????? V (Q1) ?????????????????????? V (Q1)
??(5.77) ???????????????????????????????????????
?????? 5.12 ????????? V (Q1) ???????????????????????
?????????????????? V (Q1) ??Q1 = 0? ????????????????
(5.90) ??? 2???????????Q1 ??????? V (Q1) ' Nλ21(Q21/b2)/2 ??????
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????????????Q1 ?????????V (Q1) ?? 5.12 ??????????????
∆V ???????????????????? 5.12 ?????????Q1 ?????????
????4????????????? 3?????????
V (Q1) ' 12Nλ
2
1
Q21
b2
− 1
6
αQ31, (α > 0) (5.97)
???????? α ???????????????????????????????????
5.12 ????
∆V =
2N3λ61
3α2b6
(5.98)
?????????????????????????????????????????????
??????????????????????????????????? (sphaleron) ????
??????? [201]???????????????????????????????????
??∆V ????????????????????????? GP?????????????
????????????????????????????????? (??? 5.13 ????)?
??????????????????????????? ∆V ???????????????
Qs1 = 2b
√
3∆V
2λ21N
(5.99)
?????????????????? Q1 ?????????????????????????
????
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? 5.13: ? 5.9 (c) (d) ????????????????
? (5.95) ???????????????????????????????????????
???????? [198]?? 5.12 ??????????????
length : R0 = 3b
√
3∆V
2λ21N
, (5.100)
energy : U0 = ∆V (5.101)
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?????????????????????????
τ0 = R0
√
M
U0
= ω0
√
h¯
ωλ21
√
M
m12N
(5.102)
????????? ω0 =
√
27/2??????????? (5.96)??????????? q = Q1/R0
??? s = t/τ0 ????????????
SE
h¯
=
1
h
∫ ∞
−∞
ds
(
1
2
(
dq
ds
)2
+ V˜ (q)
)
(5.103)
V˜ (q) =
1
2
ω20q
2(1− q) (5.104)
????????h ?
h =
h¯
τ0U0
=
1
ω0
√
m12N
M
√
h¯ωλ21
∆V
(5.105)
????????????? Planck????? [198]?WKB?????????????????
?? N ??????? 1?????????????????(5.103) ????????????
?? d2q/ds2 = dV (q)/dq ? s = ±∞ ???? q = 0 ????????????????
qB(s) = sech2
(ω0s
2
)
(5.106)
????????????
Γ ' A˜
τ0
exp
(
− S˜B
h
)
(5.107)
??????? A˜ = 4
√
ω30/pih??????????????? S˜B = 8ω0/15 ????
????????? BEC????????????? 3??????????????????
????????????????????? Γ ? BEC??????????????????
????????????????????????????????????????????
5.10 ?????????????? (5.107) ?????????????????? ∆V ????
λ21 ????????????????? N ??? 5.10 ?????????? Nc ???????
???? δ = |1−N/Nc| ??????λ21 ? ∆V ??????????????????? δ ??
???????
λ21 ' h¯ωCδβ , (5.108)
∆V ' h¯ωDδγ (5.109)
?????????????(5.108) ?? (5.109) ?? h ? τ0 ??????????(5.107) ???
?? Γ ?????? δ ?????????
S˜B
h
' 8ω
2
0
15
√
M
m12N
D√C δ
γ− β2 , (5.110)
A
τ0
' ω 4ω0√
pi
(
M
m12N
) 1
4
(CD2) 14 δ β4+ γ2 (5.111)
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? 5.14: ??????????? λ1, ∆V ? δ = |1 − N/NC | ?????????? SPS???
? SBS???????? U˜12 = 0.2250???? U˜12 = 0.2483???? U˜12 = 0.2813 ??????
(5.108)?? (5.109) ??????????????????????? 5.4 ????
???????????? β?γ ??? C?D ??????????? Hessian?? Hij ????
???????????? 5.14???? 5.10(a) ???????????????? SPS? SBS?
??? λ21 ? ∆V ? δ ????????????????? (5.108) ?? (5.109) ????????
???????????? SBS????????? β = 1.0 ± 0.002?γ = 2.06 ± 0.03 ?????
?????? SPS????? β = 0.788± 0.006?γ = 1.673± 0.007 ?????? 5.4 ?????
???????????????????????????? U12 ???????????????
?? C ? D ??U12???????? Nc ??????SPS? SBS?????? C, D ?????
??????(5.100) ?? (5.101) ??????? SPS?????????? SBS????????
??????? U0 ?? R0 ????????????????????????????? SPS
???????????? h ????????????SPS?????????????????
???????????
(5.107) ?????????????????????????? S˜B/h ???????????
??????????????????????? h ∼ 10−1 ????????????????
?????WKB????????? h ? 1????????????????????? 5.15??
δ = |1 −N/Nc| ???????U˜12 ?????????????? Planck?? h ???????
????????????????? SBS??????h ∼ O(10−1) ? δ ???????? SPS
??????????????????? δ ????????????????????????
???????? SPS?????? SBS??????????????????????????
???????????????????
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? 5.4: ? 5.14 ?????? (5.108) ?? (5.109) ???????
Metastable SPS
U˜12 0.2250 0.2483 0.2813
C 0.03041 0.021508 0.015738
D 57.155 139.87 279.79
β 0.78718 0.79373 0.79177
γ 1.6684 1.6801 1.671
Metastable SBS
U˜12 0.2250 0.2483 0.2813
C 1.1445 2.0161 3.5006
D 17.454 20.462 26.086
β 1.0034 1.0022 1.0055
γ 2.068 2.0371 2.0562
0.001
0.01
0.1
1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
∆ = 1-N/Nc
h
(c)
(b)
(a)
(d) (e) (f)
? 5.15: ?? Planck??? δ ????(a) ∼ (c) ? SPS, (d) ∼ (f) ? SBS??????????
??? U˜12 ? (a) (d) U˜12 = 0.2250, (b) (e) U˜12 = 0.2483, (c) (f) U˜12 = 0.2813 ????SPS??
?? h (d) ∼ (f) ??????????
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????????? BEC??????? 100??????????????? Γ ? 10−2 sec−1
??????? δ ?????????????? U˜12 = 0.2483 ??????????? SPS??
???Nc = 770???S˜B/h = 9713 × δ1.283?A/τ0 = 44.66 × ω × δ1.039 sec−1 ????????
?????????????????????? 0 < δ < 3.9 × 10−3 ????????????
??????????? SBS?Nc = 2520??????????????S˜B/h = 146.7× δ1.537 ?
A/τ0 = 53.15×ω× δ1.269 sec−1???????? δ < 0.205 ??????????????????
????δ < 6.4× 10−2 ????? 5.15??????????h ??????????WKB??
??????????????????SPS?? SBS???????????????? N ??
?? Nc ? 99.6 % ??????????????????????????? SBS?? SPS??
??? N ? Nc ? 80 % ?????????????????????????????????
??????????????????????
5.4.4 ???????
???????????????????????????????????????????
??????????????? (5.106) ???????? (????????? −E (0 < E < 1)
?????????? −V (q) ???????) ?????? 5.16 ?????????
qB(s) = q2 − (q2 − q1)sn2
(ω0
2
√
q2 − q0s;m
)
(5.112)
??????? m =
√
(q2 − q1)/(q2 − q0)?????? T ?????????? K(m)?????,
T =
4
ω0
√
q2 − q0K(m) (5.113)
?????? T ??? (T = hβ) ?????? (β ? U0 ??????????????????)
?(5.112) ?? E = 0 ????????????? (5.106) ??????????? (5.112) ???
???????????
S˜B =
∫ hβ
0
ds
(
1
2
(
dqB
ds
)
+ V (q)
)
=W + hβE (5.114)
??????? W ??? 2???????? E(m) ????
W =
4
15
ω0
√
q2 − q0
[
2(q20+q
2
1+q
2
2−q0q1−q0q2−q1q2)E(m)+(q1−q0)(2q0−q1−q2)K(m)
]
(5.115)
????????????????????????????? q˙B = dqB/ds ????????
(5.107) ?? A ? Gelfand-Yaglom??? [202, 203] ??????
A(β) =
1√
pih
sinh
(
ω0βh
2
) q¨B
d
ds
(
q˙B
∫
ds
q˙B
)∣∣∣∣
s= βh2
1/2 (5.116)
?????? [197]????????????????????????????β ??????
Γ(β) =
A(β)
τ0
exp
(
− S˜B(β)
h
)
, (5.117)
96
?????????
A(β) =
√
ω30
2pih
(q2 − q0)3/4(q2 − q1)(1−m2)(a(m)E(m) + b(m)K(m))11/2 sinh
(
ω0βh
2
)
(5.118)
????
a(m) = 2(m4 −m2 + 1) (5.119)
b(m) = (1−m2)(m2 − 1) (5.120)
????????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????????
????
q
q0 q1 q2
-V(q)~
-E
-1
? 5.16: ?????? V (q) (5.104) ?????????????????????????? E
(0 < E < 1) ? β (??) ????????????
?? (5.117) ????? E → 0 ????????(1 − m2) sinh(ω0βh/2) → 8, a(m)E(m) +
b(m)K(m)→ 2?q0, q1 → 0, q2 → 1, ????? A(β)→ 4
√
ω30/pih ???? (5.107) ??????
??????? Γ(0) ???????? E → 1 ?????????????? 5.16 ???????
βh =
2pi
ω0
(
1 +
5
36
(1− E) + · · ·
)
(5.121)
???????????????? 1? β−1c = hω0/2pi ????? (crossover temperature) ???
????????????????????????????????????????????
???????????????? Arrhenius?? ΓT ∼ ω0 exp(−β∆V ) ????????????
???????? δ ??????? 0.1 nK?????????
(5.117) ??Arrhenius?????βc???????????????????????????
??????????
Γ(β)τ0 '
√
8ω30
15hpi2
sinh
(
ω0βh
2
)
erf
[√
36
5βc
(β − βc)
]
exp
[
−β + 18βc
5
(
β − βc
βc
)2]
(5.122)
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????????? [204]???? erf?????
erf(x) =
1√
2pi
∫ x
−∞
dy exp
(
−y
2
2
)
(5.123)
??????? h ¿ 10−2 ????????????βc ???? β > βc ???? (5.117) ???
β < βc ????? Arrhenius???????????????????????? h ??? 10−1
?????????????????? (5.122) ??????????????????????
???
5.5 ????????????????
??????2?? BEC?????????????????? [8]??????? (5.20) ??
Γ12 ???????????????????? 2?? BEC?????????????????
???????????????????????2?????????????????????
????????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????? BEC????
??????????? [205, 206]?????????????????1?? BEC??????
???Feshbach?????? s??????????????????????????????
[205, 206, 207]??????????????????????????????????????
? [208, 209, 210, 211]???????? 2?????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????MIT??? [157] ?????GP????
??????????????????????????????????
5.5.1 ??
2?? BEC?????????????????????MIT???????????????
?? [157]?Miesner???? 23Na??? |1〉 = |F = 1,mF = 1〉 ??? BEC?????????
????????????????? |2〉 = |F = 1,mF = 0〉 ??? rf?????????????
????|1〉?????????? |2〉???????????????????????????|1〉
? |2〉 ?????????????? (????2?? Zeeman??????? |F = 1,mF = −1〉
????????????) ????????????????? 5.17 ????????????
????????????????????????????????????????????
????????? 50??????????????100??????????????????
???? 5?????????????????????????????? 40 ± 15 µm ????
???????????? 2?? BEC????????????23Na??? 2???? s??
????? a1 = a12 = 2.75nm ? a2 = 2.65nm ????? [157, 158]?Thomas-Fermi ?????
??? 5.1 (b) ??????????????????????????????????????
?????????? 5.18 ?????? SPS????????????????????????
????????????????????????????????????????????
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? 5.17: ????????????????????????? |mF = 1.0〉 ??????????
????????????????????????? 15-30?????????????????
?????????????????????mF = 0 ? mF = 1 ???????????
?????????????????? 2?????????????????????????
??????????????????????????? [212, 213, 214, 215]?????????
????????????????????? [216, 217] ??????????????????
????????????????????????????
|Ψ1|2
|Ψ2|2
r (µm)
z (µm)
0
10 -600
600
0
0
0.0001
0.0002
0.0003
0.0004
0.0005
-600 -400 -200 0 200 400 600
|Ψ(0,z)|2
z
|Ψ
1
|2
|Ψ
2
|2
(a) (b)
? 5.18: (a) 23Na??? |1〉 = |F = 1,mF = 1〉 ? |2〉 = |F = 1,mF = 0〉 2??????????
?????????? [157] ????N1 = N2 = 106?a1 = a12 = 2.75nm?a2 = 2.65nm????
??????? V iext = mω2(r2 + λ2z2)/2 ?????ω⊥ = 1/70?λ = 1/70 ?????(b) r = 0 ?
??? z?????????
5.5.2 ??????????
2?? BEC?????????????????????? BEC?????????????
??? [212, 213, 214, 215]????? GP???
ih¯
∂Ψ1
∂t
=
[
− h¯
2∇2
2m
+ V 1ext − µ1 + g1|Ψ1|2 + g12|Ψ2|2
]
Ψ1, (5.124)
ih¯
∂Ψ2
∂t
=
[
− h¯
2∇2
2m
+ V 2ext − µ2 + g2|Ψ2|2 + g12|Ψ1|2
]
Ψ2 (5.125)
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??????????? gi = 4pih¯2ai/m (i = 1, 2) ? g12 = 4pih¯2a12/m ????????????
?????????????????????????????????????????? n10
? n20 ????????????? Ψi(r, t) =
√
ni0+ δΨi(r, t) ????????????????
??????
ih¯
∂δΨ1
∂t
= − h¯
2
2m
∇2δΨ1 + g1n10(δΨ1 + δΨ∗1) + g2
√
n10n20(δΨ2 + δΨ∗2), (5.126)
ih¯
∂δΨ2
∂t
= − h¯
2
2m
∇2δΨ2 + g2n20(δΨ2 + δΨ∗2) + g1
√
n10n20(δΨ1 + δΨ∗1) (5.127)
?????????????? δΨi = ui cos(k · r−Ωt) + ivi sin(k · r−Ωt) ???????????
(5.126) ?? (5.127) ???? ui ? vi ?????????
h¯Ω

u1
v1
u2
v2
 =

0 h¯
2k2
2m 0 0
h¯2k2
2m + 2g1n10 0 2g12
√
n10n20 0
0 0 0 h¯
2k2
2m
2g12
√
n10n20 0 h¯
2k2
2m + 2g2n20 0
 (5.128)
??????????????????????????????
h¯2Ω2± =
h¯2k2
2m
(
h¯2k2
2m
+ g1n10 + g2n20 ±
√
(g1n10 − g2n20)2 + 4g212n10n20
)
(5.129)
???????? ± ??????????? 5.3.2 ????????????????? 2???
?????????????????????
4g212n10n20 >
(
h¯2k2
2m
+ 2g1n10
)(
h¯2k2
2m
+ 2g2n20
)
(5.130)
?????????? Ω2− ?????
kc ≡
[
2m
h¯2
(
√
(g1n10 − g2n20)2 + 4g212n10n20 − g1n10 − g2n20)
]1/2
(5.131)
????????? 0 < k < kc ???????????????????????????????
???????????????????????23Na ??? s??????? n10 = n20 ∼ 1014
cm−3 ??????kc ' 0.503 µm−1 > 0?????????????? (??????) ????
????????????????Miesner???? [157] ?????????
5.5.3 ????????????
????????????????GP??? (5.124) ? (5.125) ??????????????
??????????? (x, y, z) → (r, z) ????????????????? V 1ext = V 2ext =
mω2(r2+λ2z2)/2 ?????????????? 23Na ???????m = 3.81×10−26kg????
???? ω = 500 Hz ?????(5.124) ?? (5.125) ?????????????????????
aho =
√
h¯/mω = 2.34µm????????????????? Ni ???? Ψi →
√
Niψ˜i/a
3
ho ??
????
∫
dr|ψ˜i|2 = 1?????????????????????|1〉??????? N = 2×106
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?????? |1〉 ?? |2〉 ?????????? rf ???????????(5.124) ?? (5.125)
????? Rabi ??? ΩR ????? i = 1, 2 ???? −ΩRψ3−i ??????ΩR ????
0 < t < T = (pi/2)/2ΩR ????????????????????? |2〉 ??????????
ΩR ????????????????????????????????????? T = 200µ?
?????
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time (sec)
|ψ(                )|2r=0, z=0
(e)
a1 2=2.75nm
a1 2=2.65nm
? 5.19: ????? |ψ˜1|2 (??) ?|ψ˜2|2 (??) ???? |ψ˜1|2 + |ψ˜1|2 (??) ?????????
?????? N1 = N2 = 106?a1 = a12 = 2.75nm?a2 = 2.65nm?λ = 1/70??????????
? (a) t = 0.2??(b) t = 0.6??(c) t = 1.0??(d) t = 1.2????????????????
????? 40× 4160 ???? ? (e) ? (r = 0, z = 0) ?????????????
MIT ???????????????? λ = 1/70 ????????????????????
?? [157]????????????????????????????????????? 5.19 ?
r = 0 ?? z-?????????? |ψ˜i|2 (i = 1, 2) ??????????????? |1〉 ?? |2〉 ?
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??????????????????????????? a12 ????????????????
5.19(a) ???????????????????z-?????????? 2??????????
??????????????????? nT = |ψ1|2+ |ψ2|2 ?????????????????
???????a1 > a2 ??????|ψ˜1|2 ????????? |ψ˜2|2 ?????????????
????????????????????????????????????? [? 5.19(c)]??
???? 5.19(d) ???????????????????????2?????????????
?????????????? 40 µm ???????????????????????? [157]?
? 5.19(e) ?? z = 0?r = 0 ???? |ψ˜i|2 ???????????????????a12 = 2.65
nm ??? (??? kc ??????) ????????????????????????????
???????????a12 = 2.75 nm ?????? 1????????????????????
???????????a12 = 2.65 nm ???????????????????????????
????????????????????????????????????
?????????????????????????????????? 10????????
?????Miesner?????????????? 50????????????????????
??? Ω2− ???????????????????????????????????????
???????(5.129) ?? ∂Ω2−/∂k2 = 0 ??????????
h¯2Ω2−max = −
(
h¯2k2f
2m
)2
= −1
4
(g1n10 + g2n20 −
√
(g1n10 + g2n20)2 + 4g12n10n20)2 (5.132)
????????kf = kc/
√
2 ???????? τf = 2pi/|Ω−max| ???????????????
? |1〉 ? Thomas-Fermi?????????? n10(r) = (µ1 −mω2(r2 + λ2z2)/2)/g1 ??????
???????µ1 = (15g1λN/16
√
2pi)2/5(mω2)3/5 ???????????????? |2〉 ? rf?
???????????????(5.132) ?? n10 = n20 ????? (r, z) = (0, 0) ?? N → N/2
?????????????????
τf =
2pi
ω
(
64piaho
15λNa
)2/5(√(
4 +
∆a
a
)2
+
∆a
a
− 2
)−1
, (5.133)
????????a1 = a12 = a?a2 = a−∆a ??????????????? kf ???????
?????????? `d = 2pi/kf ???????????? 5.19 ??????????????
??? τf = 240 ???? `d = 45 µm ??????????`d ????????????τf ??
??????????????? τf ? λ−2/5 ????????????????????????
?????????????????? (λ→ 0)???????????????????????
????????????????????????????
???????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
?????????????????McGuirk?? 87Rb??? 2??????????????
????????????????????????????????????????????
[218]?????????????????????MIT???????????????????
?????????????????????????????????????????????
???????????????????????????????? [219, 220]??? [219] ??
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??????????????? Thomas-Fermi???????? |1〉 ????
δ2c =
32µ1
15N2/3λ5/3h¯ω
=
324/5
153/5
(
a1N
aho
N−2/3λ−19/15
)
(5.134)
??????????????????????? δc ??????????????? δ−2c <
T/Tc < 1 (Tc ? BEC?????) ????δ2c ≥ 1 ????????????? Thomas-Fermi?
? Rz =
√
2µ1/mλ2ω2 ?????????Miesner????????? δ2c ' 1 ????????
????????????????????????? 5.19 ?????????????????
????????????????
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? 5.20: ???????????????????????
?????????????????????? 1?? BEC????????????????
??????????????????????23Na ? 2?? BEC?????????????
g1 = g12 ≡ g ??????(5.124) ?? (5.125) ??
ih¯
∂Ψ1
∂t
=
[
− h¯
2
2m
∇2 + V 1ext + gnT
]
Ψ1, (5.135)
ih¯
∂Ψ2
∂t
=
[
− h¯
2
2m
∇2 + V 2ext + gnT + (g2 − g)|Ψ2|2
]
Ψ2 (5.136)
??????????????????????????? nT = |ψ1|2+ |ψ2|2 ?????????
???????????????????????????????(5.136) ???????? g2−g
???????????????????????????????? |1〉 ?? |2〉 ??????
???????? 2???????????????????????????????????
BEC??????????????????????????????????????????
??????? [208, 209, 210, 211]????????????????????????????
????????????????????? [210, 211]?????????? pi ???????
??????????????Josephson??????????????????????????
??????????????2??????????????????????????????
??????? 5.20 ???????????????????????????????????
????????????????????????????????????????????
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????????????????????????????????????????? 5.18 ?
????????????????????????? [215]?
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?6? 2??Bose-Einstein???????
?????
???????????????? 2?? BEC??????????????????1????
??????????????2.2 ?????????????????????????????
????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
???????????????????????? p?????????? 3He???????
??????????????? 3He-A???????????????? lˆ-?????????
???????????????? [23, 221]????????? UPt3 [222] ? Sr2RuO4 [223] ??
????????????????? s???????????????????????????
????????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????????
? [224]?????????????? BEC????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????????
????????????? 6.1? 2?? BEC?????1?????????????????
??6.2?????????????????? 2?? BEC?????????????????
6.3?? 2????? Josephson???????????????????????
6.1 2??Bose-Einstein???????1???????
2?? BEC????????????? Ω = Ωzˆ ?????????????????????
? GP???
− h¯
2
2m1
∇2Ψ1 + V 1ext(r)Ψ1 + g1|Ψ1|2Ψ1 + g12|Ψ2|2Ψ1 − ΩLzΨ1 = µ1Ψ1, (6.1)
− h¯
2
2m2
∇2Ψ2 + V 2ext(r)Ψ2 + g2|Ψ2|2Ψ2 + g12|Ψ1|2Ψ2 − ΩLzΨ2 = µ2Ψ2 (6.2)
?????????????????????????? 2?? x− y ?????????????
????????????????????? V iext = miω2i r
2/2 ??????? aho =
√
h¯/2m12ω¯
(m−112 = m
−1
1 +m
−1
2 ) ??????? ω¯
−1 (ω¯ = (ω1 + ω2)/2) ??????3.2.1 ???????
??? 2????????????? 2?????? N2Di (i = 1, 2) ???? Ψi →
√
N2Di Ψi/aho
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????????????? GP???[
−m12
m1
∇2 + V˜1 + C11|Ψ1|2 + C12|Ψ2|2 − Ω¯Lz
]
Ψ1 = µ1Ψ1, (6.3)[
−m12
m2
∇2 + V˜2 + C22|Ψ2|2 + C21|Ψ1|2 − Ω¯Lz
]
Ψ2 = µ2Ψ2 (6.4)
?????????????? Ω¯ = Ω/ω¯????????????
V˜i =
1
4
mi
m12
ω2i
ω¯2
(x2 + y2) (6.5)
????????????
Cii = 8pi
m12
mi
N2Di ai, Cij = 4piN
2D
j a12 (i 6= j) (6.6)
????s?????????????????????????????
∫
dxdy|Ψi|2 = 1 ????
???2?? BEC?????? 1?????????????????? JILA???????
?????????? 2.3.1???????????????????????????????
????????????????? (? 2.5)??? 1???????????????????
Ψ1(r, θ) = f1(r)eiθ?Ψ2(r, θ) = f2(r) ????(6.3) ?? (6.4) ????????
−m12
m1
(
∂2f1
∂r2
+
1
r
∂f1
∂r
− f1
r2
)
+ V˜1f1 + C11f31 + C12f
2
2 f1 − Ω¯f1 = µ1f1, (6.7)
−m12
m2
(
∂2f2
∂r2
+
1
r
∂f2
∂r
)
+ V˜2f2 + C22f32 + C12f
2
1 f2 − Ω¯f2 = µ2f2 (6.8)
?????????????? f1(0) = 0?∂f2/∂r|r=0 = 0?f1(∞) = 0?f2(∞) = 0 ??????
??????????????????????????????????JILA????????
? 2?? 87Rb????? [41]?????m1 = m2 = 2m12 ?????????? N2D1 = N2D2 ??
??????????? C11 : C12(= C21) : C22 = 1.03 : 1 : 0.97 ?????? 6.1(a) ? C12 = 500
???? (6.7) ?? (6.8) ????????? 1????????? 2?????????????
? 1?????????????????????? 1???????????????????
?? nT = |Ψ1|2 + |Ψ2|2 ?????????????????????????????????
????????????????? [225]?????C11 > C22 ???????? 1??????
????????????? 2????????????????????????? 1?????
?????????????????????????????????????????????
??????? 2????????????? 6.1(a) ?????????????? 1?????
?????????2?????????????????????? 6.1(b) ? C12 = 5000 ??
?????????????????????????????????????????????
????? Thomas-Fermi????????????????????? [165, 226]???????
???????????????????????? [227, 228]?????????????GP?
??????????????? 2????????????????? 1??????????
????????? [227, 228]????????????????????? [41]?
2?? BEC??????? (5.1) ????????m1 = m2?V 1ext = V 2ext?g1 = g2 = g12 ??
??????????????????? eiθ ???????? 1/2??? S = ~σ/2 (~σ ? Pauli?
106
00.002
0.004
0.006
0.008
0.01
0.012
0 5 10 15
|Y|
2
r
(b)
0
0.01
0.02
0.03
0 2 4 6 8 10
r
|Y|
2
0
0.01
0.02
0.03
0 2 4 6 8 10
|Y|
2
r
|Y
1
|2
|Y
2
|2 |Y1|
2+|Y
2
|2
(a)
0
0.002
0.004
0.006
0.008
0.01
0.012
0 5 10 15
r
|Y|
2
? 6.1: (a) C12 = 500 (a) C12 = 5000 ????????????? 1???????????? 2
???????????? |Ψ1|2???? |Ψ1|2??????? nT = |Ψ1|2 + |Ψ2|2 ????
?) ???????????? U = e−iSxαe−iSyβe−iSzγ ((α, β, γ) ? Euler?) ?????????
????? SU(2) ???????????JILA??????? 87Rb ??? |F = 1,mF = −1〉?
|F = 2,mF = 1〉 ???? g1 ' g2 ' g12 ?????????? SU(2) ????????????
???? 1/2??? BEC??????????????????? Ψ =
√
nT (r)ζ(r) ?????
? ζ (|ζ|2 = 1) ???????????????????? 〈S〉 = ζ∗a(r)Sabζb(r) ????????
???????????????????? 6.1(a) ??????????? 6.2(b) ???????
???????????????????????
Ψ =
(
Ψ1
Ψ2
)
=
√
nT (r)
(
sin(θ(r)/2)e−iφ(r)/2
cos(θ(r)/2)eiφ(r)/2
)
(6.9)
???????????????????? S = (Sx, Sy, Sz) = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ) ??
????????????????????????? θ ?????? φ ???????????
????? 1?????????????θ = 0 ???????? z ??????????????
??????????????? 2???????????????????????? 1???
???????? φ ? xy ?????????????????? 0 ?? 2 pi ?????????
????????????????????????????? eiα ?????????????
????????????? Sx ? Sy ????????????? (? 6.2(c))?????????
?????skyrmion??????????? [225, 229]?skyrmion??????????????
???????? [230]???? 3He? [221] ? 2??? Hall? [127] ?????????????
?????????????????????2?? BEC???? skyrmion??????????
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??3???? skyrmion???????????????? [231, 232, 233, 234]?
(a) (b)
x y
density
-15
15
-15
15
Ψ1
Ψ2
(c) pi/4
pi/2 3pi/4 pi
? 6.2: ? 6.1 (a) ????????????????(a) ? |Ψ1|2 ? |Ψ2|2 ?????(b) ????
??????????????? xy??????????????????????(c) ? (b) ?
???? xy?????? pi/4?pi/2?3pi/4?pi ???????????????????????
6.2 ?????????2??BEC???
????????????? BEC????????????????????????????
?????????????????? 2??BEC??????????????????????
??????????Mueller ? Ho ? 4.1 ???????????????????? Hall??
??????????????? Landau ???????????????? 2?? BEC????
????????? [235]?????????????????????????????????
???????????????????????????? 1? BEC????? Kita????
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?????????????????????????????????????????????
?????????????? [236]????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
?????????????????GP ??? (6.3) ? (6.4) ????????????????
???? [9]?
(6.3)?? (6.4)???????????????????m1 = m2?ω1 = ω2 = ω¯?N2D1 = N2D2 =
N2D ??????????C11 = C22 ≡ C ???????????????? (ω⊥, ωz) = 2pi(8, 5)Hz
? N ∼ 106 ???????????????????? C = 2000 ?????????????
?????????????? C12 ?????? Ω¯ ?????????????????GP??
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????? 10−10
???????????
C = 2000 ???????????????? (δ, Ω¯) ≡ (C12/C,Ω/ω¯) ????????????
?????????????? 6.3 ?????????????????????????????
?????????????????4.1 ?????????Ω¯ > 1 ??????????????
??????????????????????? Ω¯ = 1 ??????????????????
???????Ω¯ = 0???2??? δ < 1 ???????δ > 1 ???????????????
???? δ ???????????????????????????????? 2?? BEC??
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
??????????????????????
???δ < 1 ??????2??????????????????????????δ = 0 ??
2?????????????1???????????????????????δ ??????
????????????????????????????????????????????
??????????????????????? Ω¯ ' 1 ??????Mueller? Ho?????
????????? [213]????????? 6.3 ???????????????????? δ ?
?????????? Ω¯ ?????????????????????????????????
?????????? δ = 0.7 ??? Ω¯ = 0.6 ? Ω¯ = 0.75 ??? 2???????????? 6.4
(a) ? (b) ?????????????? 6.4 (c) ? (b) ? y = 0 ???? x ??????????
???????2?????????????????????????????????????
?????????????????????? nT = |Ψ1|2 + |Ψ2|2 ?????????????
???????????????????????? 2?? BEC ? Thomas-Fermi ??
nT (r) = 2
√
1− Ω¯2
piC(1 + δ)
− 1− Ω¯
2
C(1 + δ)
r2 (6.10)
????????????????????????????????????????
????????????????????????????????? (5.1) ????????
?? 2????????????? C12|Ψ1|2|Ψ2|2 ??????????????????????
?????????????????????????????????????????????
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Ω
C12/Cδ =
? 6.3: C = 2000 ???????? 2?? BEC? Ω¯-δ ???????????????????
??? 4: ?????¦: ?????⊗: ??????????????????◦: ????????
?????????????????????????????????????????????
?????4 ? ¦ ?????????????????? Ω¯ = 1 ????????? [213] ???
???????????????????????????????????????? b = Λp?
??? 2b = RTF ????????????????????
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(a)
(c)
|Ψ1 | 2
x
x
|Ψ2 | 2
x
y y
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0
0.005
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|Ψ1|2
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nT
? 6.4: C = 2000?δ = 0.7???? 2?????????????(a)? Ω¯ = 0.6?(b)? Ω¯ = 0.75?
????????(c)? (b)? y = 0???? x???????????????? nT = |Ψ1|2+|Ψ2|2
? Thomas-Fermi ???????? (6.10) ?????????
111
??????????C11 = C22 = C?C12 = C21 ????????????????
Eint =
C
4
∫
dr[(1 + δ)(|Ψ1|2 + |Ψ2|2)2 + (1− δ)(|Ψ1|2 − |Ψ2|2)2] (6.11)
?????????????????? nT = |Ψ1|2 + |Ψ2|2 ??????δ ??????????
Eint ?? 1???????????? nT ?????????????????????????
???nT ????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????6.1 ??????
???2???????????????????????????? S = Ψ∗(~σ/2)Ψ ?????
?????????
Sx =
1
2
(Ψ∗2Ψ1 +Ψ
∗
1Ψ2) = |Ψ1||Ψ2| cosφ, (6.12)
Sy =
1
2i
(Ψ∗2Ψ1 −Ψ∗1Ψ2) = |Ψ1||Ψ2| sinφ, (6.13)
Sz =
1
2
(Ψ∗2Ψ2 −Ψ∗1Ψ1) =
1
2
(|Ψ2|2 − |Ψ1|2) (6.14)
??????? φ ? 2???????????????????????????? (6.11) ???
????? Sz ???? C(1− δ)Sz(r)2 ????6.1 ????????Ψ1 ???????????
?? Ψ2 ???????????????? z ???????????????????????
????????? 6.4 ????? 6.2 ???? skyrmion??????????????????
????????????? Sz ???? (Sx ? Sy ?????????)????????? Ising
?????????????????????????????????????????????
? Hspin = J
∑
i,j SziSzj ????????????????????j ????????????
Hspin = J
∑
i,j
Sz(ri)(Sz(ri) + (rj − ri) · ∇Sz(ri) + · · ·) (6.15)
?????????????? (6.11) ??? 2???????????????? 1− δ ?????
?????????????????????????????????? (?????????
????????????????)??????????????????? (6.15) ??????
?????????δ ????Ω¯?????????????????????????????
????????????????
?? δ ≥ 1 ??????????????????????????????????????
?????????????????????????????? δ ∼ 1 ?????????? 6.5
? δ = 1 ?????????????????????? 6.5(a) ???????????????
?????????????????????????????????????????????
????????????? [213]????????? 6.5(b) ?????????????????
????????????????????????????????????????????
???????????????????????????? 2????????????????
???????????????????????????? 1????????????????
??????????????????? 1? 2???????????1? 2?????????
??????????
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? 6.5: Ω¯ = 0.7?δ = 1 ?????????????(a) ? (b) ????????????????
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? 6.6: Ω¯ = 0.75?δ = 1.1 ????????????????????? × ?????
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????δ > 1 ????????????????????????????????????
????????????????????? 6.6 ???????????????????????
?????????1? 2?????????????????????????????? 6.7(a)
????????????????????????????? vi (i = 1, 2) ??????????
??????????????????????????????????????????δ > 1
????????? δ ?????????????? δ = 1 ? Thomas-Fermi ?????????
5.2 ???????????????? 2?? BEC?????????????????????
?????????????????????
0
0.005
0.01
0.015
0.02
0
2
4
6
8
0 2 4 6 8 10 12
|Ψ
1,2
|2
r
v =    rΩ
v
1,2
|Ψ1|2
|Ψ2|2
v1
v2
(a)
r
0 b 2b
v1, 2
v=Ω r
Λ
Ω b
2Ω b
1 2 1
(b)
? 6.7: (a) ? 6.6 ????? (x > 0?y = 0) ????????????????????????
v = Ωr ???????(b) ????????????????????
?????????????????? 3He-A ??????????? [237]??????Cooper
???????????? (l-????) ??????????????????????????
??????????????????????????????????? 3He-A ??????
?????????????????????? σ ?????????????????????
?????????????????? [237]??? 2?? BEC????????????????
????????????????? 6.7(b) ????????????????????????
???????????????????????????????????vi ????????
?????????????????? 2Ω¯b ?????????? nT = |Ψ1|2 + |Ψ2|2 ?????
??? Λ(< b) ??????????????????????????????????????
????? F = E − ΩLz ? 0 < r < 2b ??????????????? F ?????????
?????? b ?????????????????????????????????????
???????????????????????????????????????? Λ ???
??????????????????????? σ ? Λ ??????????????????
?????? [166]???????????????????????? Eqp/2pib ≈ (nT /2Λ) ??
??????????????????????? Eint/2pib = C(δ − 1)Λn2T /12 ????????
σ =
nT
2
(
1
Λ
+ C
δ − 1
6
ΛnT
)
(6.16)
??????? Λ ?????????????????? Λp =
√
6/C(δ − 1)nT ????????
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?????????
σ = n3/2T
√
C(δ − 1)
6
(6.17)
?????????????????????????????????
1
4pib2
∫ 2b
0
d2r
∑
i
ni(vi − Ω¯r)2
2
=
29nT Ω¯2b2
768
(6.18)
???????????b¿ Λp ???????????????????????????
F
4pib2
=
29nT Ω¯2b2
768
+
2σ
b
+
Cn2T
2
(6.19)
?????????? b ???????????????
b =
(
768σ
29Ω¯2nT
)1/3
=
(
768
29Ω¯2Λp
)1/3
(6.20)
????????????????????nT ??????δ = 1???? r = 0?? Thomas-Fermi
???? nT (0) =
√
2(1− Ω¯2)/piC ???????????????? b ∝ (δ−1)1/6(1−Ω¯2)1/12/Ω¯2/3
?????????????????????????? 6.7 ???????????????b =
3.09aho ????????????????????????????????? (b > Λp)???
?????????????????? (2b < RTF = (4C(1 + δ)/pi(1− Ω¯2))1/4)??? 6.3 ???
?????????????????????????????????????????????
??? 2b > RTF ????b ??????????????????????? 6.8 ???????
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????
14
-14
0
-14 0 14 -14 0 14y y
x
|Ψ1|2 |Ψ2|2
? 6.8: Ω¯ = 0.55?δ = 1.5 ????????????????????? × ?????
6.3 2??BEC?????????????Josephson?????
???? 2?? BEC??????????????????????????????????
???????????????????? 2?? BEC???????????????????
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??????Josephson?????????????2????????????????????
????????????????????????????2????????????????
?????????????????????????? Josephson??? 5.1 ?????????
?????????????????????? rf?????????????????????
????? [153]????? Josephson?????????????? GP???[
−m12
m1
∇2 + V˜1 + ∆2 + C11|Ψ1|
2 + C12|Ψ2|2 − Ω¯Lz
]
Ψ1 − ΩR2 Ψ2 = µ1Ψ1, (6.21)[
−m12
m2
∇2 + V˜2 − ∆2 + C22|Ψ2|
2 + C12|Ψ1|2 − Ω¯Lz
]
Ψ2 − ΩR2 Ψ1 = µ2Ψ2 (6.22)
??????????????????? Josephson??????Rabi??? ΩR ?????????
?????2????????????????????? ∆??????????????????
??????????????? N2D =
∫
dr(|Ψ1|2+|Ψ2|2)????????? Ψi →
√
N2DΨi/aho
???????
???Josephson?????????????????????????????????
E =
∫
dr
∑
i=1,2
Ψ∗i (r)
[
−m12
mi
∇2 + V˜i(r) + Cii2 |Ψi(r)|
2 − Ω¯Lz
]
Ψi(r)
+C12
∫
dr|Ψ1(r)|2|Ψ2(r)|2 − ΩR2
∫
dr[Ψ∗2(r)Ψ1(r) + Ψ
∗
1(r)Ψ2(r)] (6.23)
????????????????HJ = −(ΩR/2)|Ψ1(r)||Ψ2(r)| cosφ(r) ???????? φ(r) ≡
θ1(r)− θ2(r) ?????????????????????????? φ ???????2???
?? (??) ???????????????????????? Josephson??? 2??????
??????????
????????????????????????????m1 = m2?V˜1 = V˜2 ??????
??????? C11 = C22 = C12 ≡ C ???????2????????????????????
? 6.9(a) ? (b) ???????????????? Ω¯ = 0.15 ????Rabi??? ΩR ?????
????????????????????????????????????????????
???????????????????????????????????????? 3.3 ???
???????????????????????????????? 6.9 (c) ?????????
??????????? n = 1 ? n = −1 ?????????????????????????
???????????????????????? Josephson???????????? 6.9 (a)
? (b) ?????????????????????????????????????? Rabi?
??????????????????????????????? (? 6.10)?????????
??????(6.12) - (6.14) ????? Sx ? Sy ??????????????????????
??????????????? 6.9(d) ??????????????????????????
?????????????????????????????????????? 6.2 ?????
???????????? skyrmion??????????????????? 3He???????
???????????? (meron) ??????? [127]?
?????????????????????????????? 6.11 ? Ω¯ = 0.8?ΩR = 1.0 ?
?????????????????????????????????????????????
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?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
???????? 6.10 ??????????????????????????????????
????? Josephson??????????????????????????????
|ψ1|2 |ψ2|210
-10
-10 10
0
0
x
y
10
-10
0
-10 100
x
y
(a) (b)
-10 -100
y
? 6.11: C = 1000?Ω¯ = 0.8?ΩR = 1.0 ???? (6.21) ?? (6.22) ?????????(a) ???
???? (b) ???????????????????????????????????
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?7? ??
??????????????? BEC???????????????????GP??????
?????????????????????????????????????????????
?????????
??????? BEC??????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
Fermi-Pasta-Ulam????????????????????????????????????
????????????????????????????????????? GP?????
?????????????????????????????????????????????
???????????????????? Landau?????????????????????
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
Jackson? Zaremba???????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
?? [118, 119]????????????????????????????????? Lobo??
???????????????????????????????????? [99]???? 3??
???????????????????????????????????????? z ???
????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????????
????????????????????Lobo?????????????????? 32 × 32
× 128 ???????64 × 64 × 256 ????????????????????????????
??????? 3???????????????????????
? 2??2?-4??????????????? BEC???????????????????
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
????????????????????????????ENS???????? 2?-4???
????????????????????????????? [54]??????????????
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
????2?? BEC??????????????????????????????????
???? 1????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
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?????????2???????????????????????????????????
????????????????????? 2???????????????????????
????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????MIT?????????
????????????????????????????????????2?? BEC???
?????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????
???????????????2???????????????????????????2?
????????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????????
? 3?????????????????????????????? Josephson???????
?????????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????
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